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Tabla de categorias,
subcategorias, aprendizajes de trayectoria

y metas de aprendizaje
de Pensamiento Matematico I

Categorias

C1 Procedural

| C2 Procesos de infuicién y

€3 Solucién de problemas y mods- |

C4 Interaccion y len-

| razonamiento lacion guaje malematico
Subcategorias
S1 Elementos aritmético-alge- = S1Capacidad para observary | 81 Uso de modelos S1 Registro escrito, sim-
braicos conjeturar bolico. algebraico e ico-

nografico

S2 Elementos geomeétricos

S2 Pensamiento intuitivo

82 Constmiceion de modelos

S2 Negociacion de sig-
nificados

53 Pensamiento formal

83 Estrategias heuristicas y ejecucion
de procedimientos no rutinarios

S3 Ambiente matemati-
co de comunicacion

Aprendizajes de Trayectoria

Valora la aplicacion de pro-
cedimientos automaticos vy
algoritimicos, asi como la in-
terpretacion de sus resultados
para anticipar, encontrar y
validar soluciones a proble-
mas matematicos, de areas
del conocimiento v de su vida
personal.

Adopta procesos de razona-
miento matematico tanto in-
fuitivos como formales tales
como observar, intuir, conje-
furar y argumentar, para rela-
cionar informacion y obtener
conclusiones de problemas
(matematicos, de las ciencias
naturales, experimentales y
teenologia, sociales. humani-
dades y de la vida cotidiana).

Modela y propone soluciones a pro-
blemas tanto tedricos como de su en-
torno, empleando lenguaje y técnicas
matematicas.

Explica el planteamien-
to de posibles solucio-
nes a problemas y la
descripeion de situacio-
nes en el contexto que
les dio origen emplean-
do lenguaje matemati-
co v lo comunica a sus
pares para analizar su
pertinencia.

Metas de Aprendizaje

MI1-C1 Ejecuta calculos y al-
goritmos para resolver pro-
blemas matematicos, de las
ciencias y de su entorno.

MiI-C2 Observa y obtiene
informacién de una situacion
o fenomeno para estable-
cer estrategias o formas de
visualizacion que ayuden a
entenderlo.

MI-C3 Selecciona un modelo ma-
tematico por la pertinencia de sus
variables y relaciones para explicar
una situacion, fendmeno o resolver
un problema tanto tedrico como de
su contexto,

MI1-C4 Describe situa-
ciones o fendmenos em-
pleando rigurosamente
el lenguaje matematico
v el lenguaje natural.

M2-C1 Analiza los resultados
obtenidos al aplicar procedi-
mientos algoritmicos propios
del pensamiento matematico
en la resolucion de problema-

ticas tedricas y de su contexto.

M3-C1 Comprueba los proce-
dimientos usados en la resolu-
cion de problemas utilizando
diversos meétodos, empleando
recursos teenoldgicos o la in-
teraccion comn sus pares.

M2-C2 Desarrolla la per-
cepcion y la intuicién para
generar conjeturas ante situa-
ciones que requieran explica-
cion o interpretacion.

M3-C2 Compara hechos,
opiniones o afirmaciones
para organizarlos en formas
logicas ntiles en la solucion
de problemas y explicacion
de situaciones y fendmenos.

M2-C3 Construye un modeslo mate-
matico, identificando las variables de
Interes, con la finalidad de explicar
una situacion o fenémeno y/o resol-
ver un problema tanto tedrico como
de su entorno.

MB3-C3 Aplica procedimientos, téc-
nicas y lenguaje matematico para la
solucion de problemas propios del
pensamiento matematico, de areas de
conocimiento, recursos sociocogniti-
VoS, recursos socioemocionales v de
su entornao.

M2-C4 Socializa con
Sus pares sus conjeturas,
descubrimientos o pro-
cesos en la solucion de
un problema tanto tedri-

co como de su entorno.

M3-C4 Organiza los
procedimientos emplea-
dos en la solucion de un
problema a través de ar-
gumentos formales para
someterlo a debate o a
evaluacion.

M4-C2 Argumenta a favor
o0 en contra de afirmaciones
acerca de situaciones, fend-
menos o problemas propios
de la matematica, de las cien-
cias o de su contexto.

M4-C3 Construye y plantea posibles
soluciones a problemas de areas de
conocimiento, recursos sociocogni-
tivos, recursos socicemocionales y
de su entorno, empleando técnicas y
lenguaje matematico.

Pensarniento Matematico |l |
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Presentacion

s un placer presentarles este libro de Pensamiento Matematico II, que ha sido cuidado-
samente disefiado para acompaiiar a las v los estudiantes de bachillerato en su fascinante
travesia por el mundo de esa maravillosa forma matemadtica de pensar denominada pen-
samiento matematico, que proporciona una base sélida y estimulante para el aprendizaje.

Asi, este libro es para utilizarse en la Unidad de Aprendizaje Curricular (UAC) Pensa-
miento Matemadtico II del Recurso Sociocognilivo Pensamiento Matematico, correspondien-
te al segundo semestre del componente fundamental y extendido del Plan de estudios (UAS,
2024) del Curriculo del bachillerato de la Universidad Auténoma de Sinaloa 2024 que,
de acuerdo con el Marco Curricular Comun de la Educaciéon Media Superior (MCCEMS)
establecido por la Secretaria de Educacion Publica (SEF, 2023a), enfatiza el desarrollo del
pensamiento matematico.

El pensamiento matematico, segiin el MCCEMS, se define como

un Recurso Sociocognitivo que involucra diversas actividades cognitivas que van
desde la ejecucion de operaciones y el desarrollo de procedimientos y algorit-
mos hasta abarcar procesos mentales abstractos, incluida la intuicion, que se dan
cuando el sujeto participa del quehacer matematico al resolver problemas, usar o
crear modelos, elaborar tanto conjeturas como argumentos y organizar, sustentar
y comunicar sus ideas. (SEP, 2023c, p. 17)

La secuencia de este libro esta basada en progresiones de aprendizaje, cada una disefiada
para desarrollar sobre la anterior un pensamiento matematico; para el caso particular de esta
UAC, un pensamiento aritmético, algebraico y geométrico.

En el sentido anterior, las progresiones de aprendizaje (PA) de la UAC Pensamiento Ma-
temadtico II desarrollan el pensamiento aritmético, algebraico y geométrico para el logro de
las metas de aprendizaje en la siguiente secuencia:

« PA L Ellenguaje natural y el lenguaje matematico,

+ PA 2. Las expresiones algebraicas.

« PA 3. Resolucion de problemas utilizando el lenguaje algebraico.

* PA 4. Relaciones entre nimnieros enteros.

¢« PA 5. Maximo comin divisor y minimo comtn multiplo.

« PA 6. Elconjunto de los nimeros reales.

+ PA7. Proporcionalidad directa e inversa.

*« PA 8. Elementos de matemdtica financiera.

* PAY9. Figuras geométricas planas y su area.

* PA10. Aplicacién de resultados de la geometria euclidiana, teorema del triangulo de
Napoleon.

« PAll. Elementos basicos de geometria analitica.

« PA 12. Resolucion de problemas aplicando funciones lineales, cuadraticas y polinomia-
les.

+ PA13. Resolucion de problemas aplicando sistemas de ecuaciones lineales y su inter-
pretacion geométrica.

» PA 14. Desigualdades y sistemas de inecuaciones lineales con dos incognitas.



Bajo esta logica del proceso de desarrollo del pensamiento matematico, las progresiones de
aprendizaje estan estructuradas y secuenciadas, en el sentido de que cada una es mas compleja
que la anterior, de acuerdo al nivel de pensamiento matematico que demande cada progresion.
Cada una de ellas, se inicia con una situacion contextualizada o evaluacion diagnostica; luego,
le siguen ejemplos, actividades y evaluacion formativas que fueron disefiadas atendiendo a
las subcategorias de las categorias del pensamiento matematico, mismas que orientan hacia el
logro de las metas de aprendizaje; al final cuenta con instrumentos para la autoevaluacion y
coevaluacion.

Ademas, en cada PA se consideran tres momentos claves de la evaluacion: diagnostica, for-
mativa (mientras se aprende) y final; haciendo énfasis en la evaluacion formativa en funcion
de la retroalimentacion, para que, durante el proceso de realizar las actividades de aprendizaje,
las y los docentes puedan determinar el nivel de logro por los estudiantes, en particular, de las
metas de aprendizaje que contribuyen a los aprendizajes de trayectoria. Es decir, se utiliza la
evaluacion formativa como herramienta para comprender su progreso y ajustar, en consecuen-
cia, las estrategias activas.

También, durante el proceso de aprendizaje, en cada PA se lleva a cabo la autoevaluacion
(A), coevaluacion (C) y heteroevaluacion (H); para ello, se implementa como técnica prin-
cipal de evaluacion la observacion, utilizando guias especificas para tal fin. Los resultados
se reflejaran en la tabla que aparece al inicio de cada progresion en correspondencia con el
desempeiio.

Por otra parte, se sugiere usar los codigos QR (generados en parzibyte: https://parzibyte.
me/apps/generador-qr/), asi como la Inteligencia Artificial y las aplicaciones de celular como
aliados en este proceso de aprendizaje.

Finalmente, el desarrollar un pensamiento matematico no solo les abrira las puertas en el
aula, sino que también los acompaiiara a lo largo de sus vidas, dotandoles de la capacidad de
enfrentar cualquier desafio con ingenio y perspicacia.

jAdentrémonos juntos en el fascinante universo del
pensamiento matematico!

Pensamiento Matematico Il
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El lenguaje natural
y el lenguaje matematico

" La cuarta parte de un numero

~— La suma de dos numeros diferentes
— El producto entre dos nimeros
~— adiferencia entre dos nuMmeros

~ gl doble de un numero
" La mitad de un numero

imero
= Un numero mas el triple de otro num

e
E =)

Fuuerite: Wordwall (Srmnizel, 2024)-

Progresion de aprendizaje 1

Compara considerando sus aprendizajes de trayectoria, el lenguaje natural con el lenguaje matematico. para ob-
servar que este ultimo requiere de precision y rigurosidad.

_— : En proceso _ : ;
Meta de aprendizaje de logro 5. Bueno 5 Sobresaliente

MI1-C4 Describe situaciones o fenémenos emplean- A :

do rignrosamente el lenguaje matematicoy el len-: C
B Sataril oo Ty Sy T T

Seguramente te comunicas a diario con tus companeros de grupo, amigos o familiares, utilizando dife-
rentes expresiones y junto con ¢l lenguaje comin mezclas (€érminos o expresiones de las matematicas
que has aprendido y que te resultan comodos para simplificar lo que estds comunicando. Las expresiones
o simbolos matemaéticos que acostumbras en esas formas de comunicarte forman parte, sin embargo, del
lenguaje matematico, el cual tiene un significado propio y preciso, aspectos muy importantes en el con-

texto y la comprension de esta disciplina; comencemos analizando qué tanto haces uso de expresiones
de ese tipo.

Pensamiento Mateméticoll | 141 |



| EVALUACION DIAGNOSTICA 1.1

l. Relaciona ambas columnas:

Mi fin de semana estuvo muy x

Mi recamara mide 2.6 m por 2.85 m

Miércoles de 3 = 2 en el cine Lenguaje matematico
v+3=7,v=4es lasolucion Lenguaje natural
QO Te quiero hasta el

Te veo en la KZ llevo raspa2

2. (Qué diferencias consideras que existen entre el lenguaje natural y el lenguaje matematico?

En vacaciones navidefias el abuelo de Camila los visito. Al llegar a la casa, el abuelito la invito a ir de
compras. Al entrar a la tienda de autoservicio el abuelito observo en la seccion de articulos para automos
viles el siguiente anuncio: “Llantas de $ 3,300.00 conun 35% de descuento”, ;cuédnto pagaria el abuelito
por una llanta para su automdévil?

También habia una oferta de 3x2 en la compra de las llantas, ;cuanto pagaria el abuelo por sus cuatro
llantas?

Al regresar a casa, Camila se dio cuenta que su abuelito estaba muy cansado y se pregunto qué dife-
rencia de edad existia entre ellos, asi que decidio preguntarle: ;qué edad tienes abuelito? y el abuelito,
con agilidad mental le contestd: el cuadrado de tu edad menos el cuadruplo de esta. disminuido en 22.
Camila, que tiene 12 afios, se quedd pensando en la edad de su abuelito y como calcularla.

Es comin que cuando vamos a hacer las compras nos encontremos con alguna oferta, como el clasico
3x2 en algunos de nuestros productos favoritos. Al ver esto, sabemos que se trata de la compra de tres
productos al precio de dos sin necesidad de leer un enunciado largo o una explicacion.

Esto, es uno de los tantos ejemplos del uso del lenguaje matematico para facilitar la representacion de
situaciones cotidianas y es posible que ni siquiera lo hayas notado.

Asi, comenzamos esta Unidad de Aprendizaje Curricular (UAC) con razonamientos de indole mate-
matico que nos permitirdn representar fenémenos y solucionar problemas de diferente tipo a través de un
lenguaje particular, natural o coloquial asociado a las matematicas, y que se compone de reglas basadas
en las propiedades de los ntimeros reales y las operaciones que podemos realizar con ellos.

Lenguaje natural y lenguaje matematico

Asi como nuestro idioma posee reglas gramaticales para estructurar oraciones y/o hacer traducciones,
por ejemplo, en las plataformas de diversas redes sociales; en matematicas, hay ciertas estructuras a se-
guir para hablar o traducir esa locucion al lenguaje natural.

En general, el lenguaje natural o comun es el que empleamos a través de un codigo (compuesto por
el abecedario) o lenguaje, por lo que a partir de este podemos relacionarnos diariamente.

Ellenguaje matematico es una forma de traducir a simbolos y niimeros el lenguaje natural; asi, se
puede expresar cualquier cantidad con simbolos faciles de escribir, para simplificar expresiones.

| 12 | El lenguaje natural y el lenguaj
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Actividad formativa 1.1

Utiliza la inteligencia artificial para obtener una caracterizacion del lenguaje natural y del lenguaje
matematico y establece las diferencias entre ambos.

1. Lenguajenatural:

2. Lenguaje matematico:

3. Diferencias entre:

Lenguaje natural ' Lenguaje matematico

Actividad formativa 1.2

1. Para acercarnos al uso de simbolos que sustituyan el lengnaje natural, disefia a continuacion una
frase coloquial en la que se cambien las letras por un simbolo, letra o nimero. por ejemplo:
a) A Maria le gustan los hela2
b)
c)
d)

2. Tu generacion ha estado muy relacionada con el uso de simbolos que remplazan palabras, por
ejemplo, al escribir en WhatsApp® usamos los emojis y muchos simbolos cuya funcion es entre
01ros aspectos, comunicarte v darte identidad utilizando menos texto. En la siguiente tabla aparecen
algunos simbolos, escribe el significado que le das a cada uno de ellos:

Simbolo Significado

Q
TQM
*
%
ok

El Algebra esuna rama de las matematicas que en su estudio emplea nfimeros, letras y signos para indi-
car las operaciones aritméticas. Con el fin de manejar el lenguaje matematico:

* Seusan todas las letras del abecedario.
» Las primeras letras se usan como valores conocidos o constantes.
» Lasultimas letras se emplean como valores no conocidos o variables.

Pensamiento Mateméticoll | 13 |



A continuacidn vas a realizar una serie de actividades diseiladas para explorar las distinciones entre el
lenguaje natural y el lenguaje matematico. Estas actividades te permitiran adentrarte en la esencia de la
precision matematica en contraste con la riqueza y flexibilidad del lenguaje cotidiano.

De hecho, las expresiones matematicas que se utilizan en el lenguaje comtin pusden no tener el mis-
mo significado que cuando se utilizan formalmente en el lenguaje matematico, como es el ya mencio-
nado 3x2, si se refiere, en un caso, a una oferta de productos en un mercado o, en el otro, al producto de
dos nimeros naturales. Sin embargo, se trata no solo de entender sus diferencias, sino también apreciar
como pueden complementarse para transmitir conceptos con claridad y eficacia en una variedad de
situaciones.

En la siguiente tabla puedes identificar las expresiones o términos del lenguaje natural que mas se
utilizan para reconocer diferenfes operaciones matematicas:

Terminos para identificar las operaciones en lenguaje matematico
Término Significado Término | Significado
Suma Adicion, aumentar, exceder, mas. agregar. Al cuadrado | Elevado ala 2.
Resta Sustraer, diferencia, menos, disminuir. menos que, quitar. .Al cubo Elevado ala 3. _
Multiplicacion | Producto, por, multiplicado por, tantas veces. Ioual Igual a, igualdad, es. |
Divisién Cociente, entre, dividido por, razén de, porcion, parte. .

(Recuerdas lo que dijo el abuelo a Camila sobre su edad? Para traducir del lengnaje natural al lenguaje
matematico esa expresion puedes destacar algunas palabras que resultan claves:

“el cuadrado de tu edad menos el cuddruplo de esta, disminuido en 22”.

Asi, de acuerdo con la tabla anterior si la edad de Camila se representa por x, entonces podemos sus-
tituir las palabras en negritas por la operacién matematica que se le asocia y se obtiene la expresion, en
lenguaje matematico, que representa la edad del abuelo: x* — 4x — 22,

Actividad formativa 1.3

1. Representa en lenguaje matematico las siguientes expresiones:
a) La mitad de un mimero disminuido en dos:
b) Unnumero cualquiera es igual a la mitad de otro:
c) Eltriplodelasumadedosnumeros:
d) La raiz cuadrada de un nimero aumentada en dos unidades:

e) La raiz cuadrada de un nimero aumentado en dos unidades:

f) El cuadrado de un niumero disminuido en cinco unidades:
g) Eltriplo de un nimero mads la raiz cuadrada de otro nimero:
h) Laraiz cuadrada de la diferencia de dos ntimeros al cuadrado:

1) Ramiro compré una mochila y tres libretas, por las que pagd $350.00.

2. Escribe tres oraciones en lenguaje natural (Ln) y reescribelas en lenguaje matematico (Lm).
a) Ln:
Lm:
b) Lan:
Lm:
c) Ln:
Lm:
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Actividad formativa 1.4
| QR. 1. Lenguaje
matematico y len-
guaje natural.
Fuente: Parzibyte
2024.

Ingresa al codigo QR 1.1 y juega con la actividad que se pre-
senta, anota el tiempo que tardas en resolverla en un primer
momento y comparte tus resultados:

i nki0  Funcones  Plnel de preciol Inicar tewdn Fegisirarie

Cambiar plantila

La cuarta parte de un nimero i

La suma de dos numeros diferentes

& Cada ovja con w

El producto entre dos numeros L0 kg

| | Cutenaciy
la diferencia entre dos numeros 0
El doble de un niimero Ao

La mitad de un ndmero
Un nimero mas el triple de otro namero
@ g3

Lenguaje algebraico & Comparte
1 Smsirch o B contendn. Mis

Figura L.1. Traduccion del lenguaje natural al lenguaje matematico.
Fuenfe. Wordwall (Snmnizch, 2024).

A pesar de que estamos familiarizados con letras y simbolos matemdticos como el “=", la letra “x™
para las incognitas, la cruz “x” para el producto y muchos otros, estos no siempre se utilizaron para es-
cribir ecuaciones y enunciados.

Por ejemplo, los antiguos textos arabes y egipcios de matematicas apenas contenian simbolos, y sin
ellos, va podemos imaginar lo extensos que debian ser,

Sin embargo, fueron los mismos matematicos musulmanes quienes comenzaron a desarrollar el
lenguaje algebraico desde la Edad Media. Pero fue el matematico y criptografo francés Frangois Viete
(1540-1603) el primero, que se sepa, en escribir una ecuacion usando letras y simbolos.

Alglin tiempo después, el matematico inglés, William Oughitred escribioé un libro que publico en 1631,
donde hacia uso de simbolos como la cruz para el producto y el simbolo de proporcionalidad =, que atin
se emplean en la actualidad.

Con el correr del tiempo y el aporte de muchos cientificos, se fue desarrollando toda la simbologia
que se maneja hoy en dia en las escuelas, universidades y distintos 4mbitos profesionales.

Para conocer mas sobre el origen de algunos de los simbolos
matematicos puedes entrar al cédigo QR 1.2.

I
QR. 1.2. Origen de
algunos simbolos
matematicos.
Fuente: Parzibyte

2024.

Actividad formativa 1.5
| |

Completa la siguiente tabla, escribiendo en el lado en blanco.

Lenguaje natural o comin Lenguaje matematico

Suma de dos nlimeros cualesquiera.

Xy

Cociente entre dos nimeros.

(a+c)

Pensarmiento Matematico |l 15



Lenguaje natural o comiin Tenguaje matematico
ct =a*+b?
La diferencia de b al cuadrado con ¢ al cuadrado.
El doble de un nimero.
3&2

El cubo de un ntimero.

2x+3y°
Producto de dos nimeros negativos.

2x+x°
La suma de tres niimeros consecutivos.

(x—y)?

Actividad formativa 1.6

Retomemos el ejemplo del abuelo de Camila planteado al inicio de la progresion sobre la compra de las
llantas para el auto. Si se le llama x al precio de una llanta, expresa en lenguaje algebraico:

1. El precio ya rebajado de una llanta con el 35% de descuento:

2

El precio de comprar cuatro llantas, cada una conel 35% de descuento:

3. Elpreciodecomprar seis llantas ya que estan en oferta de 3>2;

oy E] EVALUACION FORMATIVA 1.1

L L L T e T R L T T

I. Expresa en lenguaje algebraico, las siguientes situaciones planteadas en lenguaje natural:

a) Tres veces laraiz cuadrada de un mimero cualquiera.

b) SialaedaddePedrose le aumentan 5, este tendré el doble de edad que Julia.

¢) Elahorrode mispadres seincremento enuna cuarta parte.

d) Imagina que estas ahorrando para comprar un nuevo teléfono. Decides ahorrar una cantidad fija
de dinero cada semana, y hasta ahora has ahorrado durante cinco semanas. Tu hermano también
estd ahorrando, pero ha decidido ahorrar el doble de la cantidad que ti ahorras cada semana.
Expresa matematicamente la cantidad de dinero que ha ahorrado (v hermano.

e) Si el euro se encuentra a un precio de $21.56 pesos mexicanos, ;qué expresion algebraica
permite convertir pesos mexicanos a euros?

2

Escribe en lenguaje comfin un significado para las siguientes expresiones en lenguaje matematico:
a) atall

b) s-0.15s
c) 3d+200

LR L e R TR L TR T
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Autoevaluacion y coevaluacion 1.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Flantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna la opcion que mejor refleje tu nivel de desempeiio en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 1. Responde con honestidad a la evaluacién de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

Bueno Sobresaliente
de logre

Desempeilo

Propicié un clima de comunicacion favorable
para el aprendizaje con mis compaifieros.

Participé activamente con ideas para la toma ra-
zonada de decisiones.

Contribui colaborativamente en la retroalimen-
taci6n de dudas de mis compafieros.

Reconoci que el lenguaje matematico es mas
preciso v riguroso en comparacion con la flexi-
bilidad del lengunaje natural. (MI1-C4)

Coevaluacioén para el aprendizaje

Solicita a un companero del equipo que marque en la columna la opcion que mejor describa tu desem-
peiio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 1 y que responda con honestidad la
evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

Bueno Sobresaliente
de logro

Desempeno

Propicié un clima de comunicacion favorable
para el aprendizaje con mis companeros.

Participé activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribuyé colaborativamente en la retroalimen-
tacion de dudas de mis companeros.

Reconocid que el lenguaje matematico es mas
preciso v riguroso en comparacion con la flexi-
bilidad del lenguaje natural. (MI1-C4)

Nombre y firma de quien coevalua
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Las expresiones
algebraicas

Constante o coefic iente ]
————— e
[ Exponentes

A
x3y2z

( Litcrales o incognitas

oscinsas lyclic3
| e = o

Progresion de aprendizaje 2

Revisa algunos elementos de la sintaxis del lenguaje algebraico considerando que en el algebra buscamos la
expresion adecuada al problema que se pretende resolver (utilizamos la expresion simplificada, la expresion
desarrollada de un ntimero, la expresion factorizada. productos notables, seglin nos convenga).

. En proceso

Bueno i Sobresaliente
de logro :

Metas de aprendizaje

MI-Cl Ejecuta calculos y algoritmos para re-
solver problemas matematicos, de las ciencias :
v de su entorno. H

M2-C4 Socializa con sus pares sus conjeturas,

descubrimientos o procesos en la solucién de
un problema tanto teérico como de su entorno, :-
algebraico e iconografico. i

| EVALUACION DIAGGSTICA 2.1

Busca el término matematico correspondiente a cada concepto que aparece en el crucigrama. (Figura
2.1)

Figura 2.1. Crucigrama de términos matematicos.
Fuente: Elaboracion propia (Excel, 2024). Y L=
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Horizontal Vertical

2. Son aquellos mimeros que se obtienen al mul- 1. Sirven para dar prioridad a las operaciones que estan
tiplicar un niimero » por cualquiera de los nu- dentro de ellos.
meros naturales. 3. Expresion algebraica compuesta por la suma de dos o
7. Expresion compuesta de dos términos alge- mAas términos.
braicos unidos por los signos (+) o menos (). 4. Expresion algebraica compuesta de tres términos unidos
10. Se define como la descomposicién de una ex- por los signos mas (+) o menos (—).
presion matematica en forma de multiplicacion. 5. Expresion algebraica que consta de un solo término.
12. Proceso malemaltico que sirve para separar y 6. Nimeros naturales que pueden dividir exactamente a
clasificar las unidades de un numero cifra por otro nimero.
cifra. 8. Resultado de realizar la operacion matematica de mul-
13. Consiste en escribir de la forma mas sencilla tiplicacién.
posible términos semejantes, combinandolos y 9. Operacién matematica que resulta al reunir en una sola
reduciendo la expresion a su forma mas basica. varias cantidades.
14. Operacion que consiste en sacar, recortar, em- 11. Expresiones que se componen de cuatro elementos: el
pequefiecer, reducir o separar algo de un todo. signo, el coeficiente, la parte literal y el grado.

Banco de respuestas:

Multiplos, binomio, polinomio, simplificacion, rinomio. monomio, suma, agrupacién, factorizacion, producto, resta. descom-
poner. factor, términos. (Colocarlas dentro del crueigrama) |

+ Imaginas cdmo seria el universo si no hubiera movimiento? La ley que permite entender las causas del
(,movimiento es la segunda ley de Newton la cual dice que:

“La aceleracion de un objeto es directamente proporcional a la filerza que
actia sobre él e inversamente proporcional a la masa™.

¢, Qué significa la expresion anterior y como puede expresarse en lenguaje mateméatico?

Significa que para que un objeto se muevarapidamente debes aplicarle mucha fuerza, pero tfambién, que
la rapidez con la que se mueve el objeto dependera de qué tan liviano o pesado es. En esta ley interactian
tres elementos: fuerza (F), aceleracion (a) y masa (m) y se expresa de la signiente forma:

F=ma

Las férmulas que utilizamos en la fisica, la quimica o en las matematicas contienen ntiimeros y letras.

Observa algunos ejemplos:
v=d/t H,0 A=1Il+1=P P=l+1+1+1=41

En ellas se aprecian combinaciones de numeros y letras que dan un significado en lenguaje matema-

tico a lo que representan del lengnaje natural o comin.

Expresiones algebraicas

Las expresiones algebraicas son combinaciones de numeros (constantes) y letras (variables) que repre-

sentan cantidades desconocidas y que aparecen relacionados con uno o mas signos de las operaciones

aritméticas (+, —. x, -, . potenciacién). En una expresion algebraica no aparece el signo de igualdad
[__Positiva?rlegativo J

, : )

— - La parte formada por

S ; Lis = TR
(_Parte literal ) letras y sus exponentes |<——— Elementos | Es el factor numérico (_ Coeficiente )
S o entnene] eiminn de un término incluyendo el signo. Tx.h__ =

i Yol b Sl
Figura 2.2. Elementos que _,./’:_‘ﬂ--l Es la suma _Resp “Lfo a una ¥ Grado ™
forman un término. ( Grado )de los expo- literal, es el expo- relafivo /\
Fuente: Elaboracion propia vabsoluto/ nentes de la nente de esa letra. [~~~
(Word, 2024). = | parte literal. g
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En élgebra se llama término algebraico a toda expresion algebraica cuyas partes no estan separadas
por los signos (+ 0 —) como se muestra en la Figura 2.2.

Por ejemplo:

« Eneltérmino algebraico: —6xy?, su signo es negativo; el coeficiente es —6; la parte literal es x3%; el
grado relativo a la literal x es 1; el grado relativo a la literal y es 2, el grado del término algebraico
esl+2=3.

« Enel término algebraico: 6xy-2, susigno es positivo; el coeficiente es 6; la parte literal es xy—2; el

grado relativo a la literal x es 1; el grado relativo a la literal y es -2, el grado del término algebraico
esl1—2=-1.

En particular, un monomio es un término algebraico en el que las tnicas operaciones que aparecen
enfre las variables son el producto y potencias de exponente no negative. Por ejemplo, 2x%3= es un mo-
nomio, pero 2x%-*= no lo es.

Actiidad formativa 2.1

1. Colocaen los espacios vacios los nombres correspondientes a los elementos del término algebraico
que aparece en la Figura 2.3.

Es el factor numérico

- N incluyendo el signo.
\ J | Constante o coeficiente | |

T I . ' Forma de expresar la multiplicacion ]
— ‘ T B | de una expresion por si misma un

2 ( Exponentes | mimero determinado de veces.
o PR 8% 2 = =

X
Simbolo que precede al término
l l l _ y que indica si s negativo
f Signo ] o positivo.

3 Es una letra que se usa para
‘ [ Literales o incognitas J representar una cantidad desconocida. |

=,

Figura 2.3. Elementos de un término algebraico.
Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024 ).

2. Escribe dos formulas que consideres importantes en donde aparezcan literales.

a) Describe qué representa cada una de las letras en tus formulas anteriores.

b) Argumenta por qué las consideras de importancia.

3. Completa la siguiente tabla.

Término | Signo Coeficiente | Parte literal | Grado relativo de cada variable Grado absoluto |
[ -39 | |
2xy=3 | |
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Termino | Signo | Coeficiente | Parte literal | Grado relativo de cada variable | Grado absoluto
3 bt
4 _
—\4x8y?

f16 .
—a2bc?

Simplificacion de expresiones algebraicas

Los términos algebraicos que poseen las mismas partes literales y exponentes se les conoce como térmi-
nos semejantes. Son términos semejantes, por ejemplo:

—xt

4x, —TIx 12304, 5 a*b’c, a*be

Lareduccion de términos semejantes es una operacion algebraica que resulta de las relaciones arit-
meéilicas entre los términos semejantes, permitiendo convertir dos 0 mas érminos en una sola expresion,
es decir, para reducirlos se realiza la suma algebraica de sus coeficientes de acuerdo con la ley de los
signos para la suma, y a este resultado se le coloca la parte literal en comtn,

Por ejemplo, observa la reduccion de términos semejantes en la siguiente expresion:

2a—b—35a+5b
Términos semejantes: Operaciones:
24, —5a 2a —5a=-3a
_b. 5b —b+5b=4b

Luego2a—b—5a+5b=-3a+4b.
De igual forma, 25p° — 6pg® —10p* + 8pg* — ¢* = 25p* —10p* — 6pg® + 8pg” — ¢*
=15p3+ 2pg’ —

Actividad formativa 2.2

Simplifica a su minima expresion las siguientes expresiones algebraicas.

1. 4dax—10bx— 9bx —dax=
2 I L oo 3. 32 =
% Smn— omn + S M = +m%n
3. 502+ 3xy + 20+ 3+ 2y +5+3+H4xt=

4. 6ab?—2a*b + 5ab? —ab — a*b+ 2ab?+ 2ab + 3a’b =
xy=* = 2x7yz + Sxys + 2022 — 2%z + 3xpts + Atz =

Las expresiones algebraicas formadas por sumas, restas y multiplicaciones de dos o méas monomiios
se les llama polinomios; son aquellas expresiones algebraicas donde las variables solo tienen exponentes
enteros no negativos y se le llama grado del polinomio al mayor de los grades de los términos que lo
componen. De acuerdo con la cantidad de elementos que posee el polinomio, se les denomina, en algu-
nos casos, de forma particular:

»  binomios, cuando tienen dos términos.
» trinomios, si constan de tres términos.
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Son ejemplos de polinomios:

e x’—y7 es un binomio; en este caso de dos variables y de segundo grado porque los dos mono-
mios que lo integran son de grado dos.

e m?+2m’n +r% es un trinomio en dos variables y de grado cuatro, que es el grado que resulta de
la suma de los exponentes de m y n en el monomio 2ni'n.

e 3xt+ - 2x? +0.5x — 3, es un polinomio de cuarto grado en una variable.

Productos notahbles

Cuando se trabaja con expresiones algebraicas, a menudo encontramos situaciones en las que tenemos
que multiplicar dos o mds expresiones entre si y en algunos casos podemos encontrar atajos para llegar
al resultado siguiendo reglas fijas, sin necesidad de realizar la multiplicacién paso a paso. Estos casos
son llamados productos notables y constituyen una herramienta util para multiplicar expresiones alge-
braicas de manera rapida y sencilla, aplicando reglas simples basadas en la propiedad distributiva y de
la potenciacidn.

La propiedad distributiva simbélicamente la po-

3 '|\
demos expresar como: (Observa gpe queda como

] factor comiin de los términos.)
a(b+c)=ab + ac, con a, b y c nimeros reales

Ejemplo formativo 2.1

Aplica la propiedad distributiva del producto respecto a la suma en las siguientes expresiones y sim-
plifica el resultado.

L. 2(y +3) 2. xp(2x—3) 3. (a+b)a—b)

Al aplicar la propiedad distributiva se obtiene:

l. 2(y+5)=2ey+2+5=2y+10

2. x3(2x—3)=xy* 2r—xy = 3=2x"% —3xy

. (a+b)ia-b)y=as(a-b)+bs(a-b)=a'—ab+ba-b=a>-F

Actividad formativa 2.3

Aplica la propiedad distributiva para calcular los siguientes productos.

l. 5(v-2)=

2. x(x+3)=

3. (a—b)a+b)=
4. -N(2x—-4)=

Supon ahora que quieres calcular el cuadrado de un binomio, es decir (« + b)? y para ello te basas en lo
que significa la potencia dos v la propiedad distributiva:

(a+byl=(a+b)a+b)=ala+b)+bla+b)=a*+ab+ ba+ b

=a*tab+ab+b*=a*+2ab +1?

| P2 | Las expresiones slgebraicas



Asi, se obtiene una expresion que es comin recordar, como una regla, cuando se trata de elevar un
binomio al cuadrado u otros casos como se muestran en la tabla:

E Ejemplos de productos notables

; o Binomios al cuadrado Binomios conjugados

' (a+by=a*+b*+2ab _ (a—byY=a+b>-2ab : (a+bi(a-b)=a*-b*

El cuadrado de la suma de dos | El cuadrado de la diferencia de dos | El producto de la suma de dos nu-
numeros es igual a la suma de los | mimeros es ignal a la suma de los | meros y de su diferencia es igual al

cuadrados de cada niimero mas el | cuadrados de cada niimero menos | cuadrado del primer ntimero menos
doble producto de ellos. el doble producio de ellos. el cuadrado del segundo nimero.

Existe una relacion muy interesante entre los productos notables |
y su interpretacion geométrica, relacionada con el area de figuras W

: | QR. 2.1. Demostra-
geomeétricas, como puedes apreciar en el codigo QR 2.1.

cion geomeétrica de
productos notables.
Fuente: Parzibyte
2024,

Otros productos indicados también constituyen productos nota-
bles, ya que pueden obtenerse a través de reglas de formacion del |
resultado sin necesidad de realizar los productos paso a paso y que de manera general pueden aplicarse
con expresiones equivalentes, permitiendo simplificar las operaciones algebraicas. Un resumen de estos
productos notables aparece en la signiente Tabla 2.1.

Producio notable Expresion
Binomio al cuadrado (axbP=a t2ab+ I
Suma por diferencia (a+bia-b)=a-b>
Binomios con término comin (x+a(x+b)=x2+(a+bx+ P
Binomios de la forma (ax + b) (ax + b)(cx + d) = acx? + (ad + be)x + bd
Cubo de un binomio (atby=a*+3a’b+3ab’+ b
Binomio por un trinomio (atb)@Fab+P)=a+ b?

Tabla 2.1 Productos notables.
Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024)

Ejemplo formativo 2.2

Calcula aplicando los productos notables.

1 (x+2p 2. (x=2)(x+2) 3 (x+1p 4, (r— D2 +x+1)

Resolucion:

Identifica en cada caso la regla que corresponde al producto notable.
L (x+2P=x2+4+2+2ex=x2+4x+4 (Binomio al cuadrado)

2 (x=2)(x+2)=x—4 (Suma por diferencia)
3 (x+1)P=x+3x2+3x+1 (Cubo de un binomio)
4 (x—1)(x2+x+1)=x3-1 (Binomio por un trinomio)

Actividad formativa 2.4

- Aplica las reglas de los productos notables para obtener el resultado de:
L (x—3)2=
2. (x—4)p=

[ 3. (x+2)x—2)=
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4 (x—4)(x+4)=
5. (x+1)(x2=2x+1)=

Factorizacion de polinomios

En forma andloga a la que un niumero natural puede expresarse como el producio de varios factores, exis-
ten procedimientos con los cuales se puede descomponer un polinomio en factores mas simples, proceso
que se le llama factorizacién de polinomios.

L a factorizacion permite descomponer un polinomio en factores o expresiones mas basicas, facilitan-
do asi las operaciones algebraicas y permite una mayor comodidad en los calculos.

Una forma simple de factorizacion es el factor comin, cuando en una expresion algebraica pueden
identificarse elementos que aparecen en todos los términos y entonces estos se extraen de cada término
como un factor que multiplica.

Por gjemplo, en la expresion 2ab’—4a’b +2ab, puedes ver como 2ab serepite, 2abb — 2 » 2aab + 2ab,
de manera que es un factor comun y se puede escribir

2ab® — 4a’b + 2ab = 2ab(b — 2a +1).
De igual manera, los productos notables. vistos en sentido contrario a como se aplicaron. constituyen
la factorizacion de los polinomios a los que dieron origen. Por ejemplo, «®> + 2ab + b® recibe el nombre

de trinomio cuadrado perfecto, se puede factorizar como a® + 2ab + b> = (a + b)* que como puedes ver
es la forma contraria en que se desarrollo el producto notable del binomio al cuadrado. (Ver Tabla 2.2).

Ejemplo formativo 2.3

En la siguiente tabla puedes ver a través de ejemplos como se factorizan algunos tipos de polinomios,
haciendo uso de los productos notables.

Factor comiin Diferencias de cuadrados

32+ 6x 29

Se identifica el factor comtn entre los | Se factoriza como el producto del binomio de una suma por su difererncia.
términos: 3x .
Por lo tanto, =2 — 9 se factoriza como:

Por lo tanto, el polinomio 3x* + 6x fac- 20=(+3)G-3)

torizado es:
3x2 + 6x = Ix(x + 2) De igual forma:
6412 — 3@;1 = (8x + 67)(8x — 6v)
V64x?=8x N3Gy =6y
Trinomio cuadrado perfecto Trinomio cuadrado de la forma (x2 + px + g)
xt+6x+0 A+ px + g = (x+a)(x+ D).
Como Gr=2+3r y 3=19, Se factoriza como el producto de dos binomios con término comun x,

donde a v b son dos niimeros cuya suma algebraica sea p y cuyo pro-

ara tactorizar se exfraen las raices cua- .
b ductoseaq, esdecir,a+b=p v a*b=q.

dradas del primero y ultimo término y
se colocan como un binomio elevado al | Ejemplos:

cuadrado.
2+5r+6=(x+2)(x+3),con(2+3=5:2+3=06)

M=2xr—-8=(x-4)(x+2),con(4+2=-2;4+2=-8)

Por lo tanto, ¥ + 6x + 9 se factoriza como:

x1+6x+9=(x+3)?

Tabla 2.2 Factorizacidn de polinomios.
Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024}
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_Actividad formativa 2.5

Halla la descomposicion factorial de:

L. X=g= 2. x93 - S5xy?r =

3. 9s7—-4= 4. —10r+25=
5. 2x1 - 12x+18 = 6. at— 2ab + bt =
7. s2—10s+21= 8. x2—24x -25=

Ejemplo formativo 2.4

Si el area de un cuadrado es 9x* + 6xy + 17, ;cudl es la expresion para su lado?

El area de un cuadrado como conoces es 4 = /2, donde / es la longitud del ladodel [ A=F
cuadrado.

Si analizas el trinomio puedes observar que:
9x2+ 6xy +y2 = (3x)* + 2(3x)y +)7?
Por lo que es un trinomio cuadrado perfecto y se puede factorizar como:

9x2+ 6x1 + 2= (3x + v)

De donde se obtiene que la expresion para el lado del cuadrado es/=3x+»

fﬂD EVALUAC]DN FORMATIVA 2.1

Contesta las siguientes preguntas en base a lo aprendido en esta progresion.

1. (Cudles el resultado de multiplicar (x + 3)(x — 3)?

. Cudél es el 4rea de un cuadrado que mide x + 7 de lado?

2
3. Factoriza el siguiente trinomio x2—x — 12:
4

Un terreno rectangular mide 5 metros mas de largo que de ancho. Si su drea es igual a 84 m?,
¢ cudles son sus dimensiones?

5. Observa la fignra de laderecha, ;cudl es el area de la parte sombreada?
Calculala de dos maneras diferentes. m

n

n i

6. Un agricultor quiere realizar el mapeo de su terreno y lo ha representado mediante simbolos
matematicos. Sien el plano, tiene representado el largo del terreno como (x + 8) y el ancho de este
con los simbolos (x + 5), ;cudl seria la expresion para el drea de dicho terreno?

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Autoevaluacion y coevaluacion 2.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna la opcién que mejor refleje tu nivel de desempefio en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 2. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacién.

En proceso

HeeamEha de logro

Bueno Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacion favorable para
el aprendizaje con mis compafleros.

Participé activamente con ideas para la toma razo-
nada de decisiones.

Contribui colaborativamente en la retroalimenta-
cion de dudas de mis compaiieros.

Realicé caleulos utilizando los productos notables
y la factorizacion de polinomios en la resolucion de
problemas. (MI1-C1)

Compartii mis métodos de trabajo sobre los procesos
que utilicé en la solucion de problemas. (M2-C4)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compaiiero del equipo que marque en la columna la opcidn que mejor describa tu desem-
pefio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 2 y que responda con honestidad la
evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

Dessmpeno de logro

Bueno Sobresaliente

Propicio un clima de comunicacion favorable para
el aprendizaje con mis compafieros.

Participo activamente con ideas para la toma razo-
nada de decisiones.

Conftribuyo colaborativamente en la retroalimenta-
cién de dudas de mis compafieros.

Realizo calculos utilizando los productos notables
v la factorizacion de polinomios en la resolucion de
problemas. (M1-C1)

Compartié sus métodos de trabajo sobre los procesos
que utilizé en la solucion de problemas. (M2-C4)

Nombre y firma de quien coevalta
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Resolucion de problemas utilizando
el lenguaje algebraico

|—E.Eaﬁlén y las 100 palomas

palomas. No somos 100 dijo una paloma,
mas tantas como las que somos; | m
la cuarta parte de estas y contigo gavilan

somos 100 (Cuéantas palomas son?

las que somos.
tad de estas. mas

Progresion de aprendizaje 3

| ﬁ diés mis 100 palomas dijo un gavilan a una parvada de

si sumamos
mas la mi-

Examina situaciones que puedan modelarse utilizando lenguaje algebraico y resuelve problemas en los que se
requiere hacer una transliteracion entre expresiones del lenguaje natural v expresiones del lenguaje simbdlico

del algebra.

Metas de aprendizaje

En proceso
de logro

M2-C1 Analiza los resuliados obtenidos al !
aplicar procedimientos algoritmicos propios
del Pensamiento Matematico en la resolucion :

de problematicas teoricas y de su contexto.

b

M2-C3 Construye un modelo matematico, |
identificando las variables de interés, con la
finalidad de explicar una situacion o feno- :
meno y/o resolver un problema tanto tebrico |

como de su entorno.

MI-C4 Describe situaciones o fenémenos em- :
pleando rigurosamente el lenguaje matemati- :

cov el lenguaje natural.

Hiais| =

| EVALUACION DIAGOSTICA 3.1

Escribe en cada paréntesis la letra de la expresion algebraica que mejor representa cada oracion.

Oracion

( ) La edad de Aarén es el doble que la de Brandon, y ambas edades

suman 36.

Expresion algebraica
b=h

a) 4="22

) El precio de una camisa menos su quinta parte es de 250 pesos.
) La mitad de la suma de dos numeros es 48.

) Elcuadrado de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo es igual
a la suma de los cuadrados de los catetos.

) La edad de un padre actualmente es el cuadruplo de la edad de
su hijo v dentro de cinco afios sera el triplo.

) El doble de un ntiimero exceds en 48 a la mitad del mismo mi-
mero.

b) 4x+5=3(x+5)
¢) x+2x=36

d) r - Y =250
5

e) x+(x+1)+(x+2)=156

f) x—y=15

Continiia en la sigiaente pagina...
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{ ) El largo de un terreno rectangular es el doble del ancho y su g) cl=at+h?
perimetro es 105 m.

( ) La suma de la cuarta y quintuple parte de un numero equivale al h) (¢ +bia -b)=a>-F

triple del mismo numero disminuido en 15.
{ ) La suma de tres mimeros consecutivos es 156. . ath

i 5 o-48
( ) La suma de dos nimeros multiplicada por su diferencia es igual 3 X
: : 1) 2v==+48

a la diferencia de sus cuadrados. 2
() El area de un triangulo es igual a la mitad del producto de su B X+X—3c_15

base por su altura. 45 ’
( ) La diferencia de dos niimeros es 15. D 2(2x) + 2(x)=105

g}% Recursos tecnologicos )

Si lo prefieres, puedes realizar tu eva-
luacion diagnéstica usando el siguien-
te codigo QR 3.1,

QR 3.1. Evaluacion diag-
nostica.

Fuente: Parzibyte 2024,

Viaje en el tiempo

a historia de la modelacion algebraica se remonta a la antigua Babilonia, donde se utilizaban tablillas

de arcilla para resolver problemas matematicos, las cuales son un ejemplo de modelacion algebraica.
En estas tablillas se enconiraron problemas matematicos que involucraban ecuaciones lineales y cuadra-
ticas, asi como metodos para resolverlos. Los antiguos babilonios utilizaban un sistema posicional de
numeracién y técnicas algebraicas para resolver problemas relacionados con el comercio, la construccion
v la administracién.

Eluso de la modelacion algebraica sento las bases para el desarrollo posterior del dlgebra y su aplica-
cidn en una amplia gama de campos.

Un estudiante puede emplear la modelacion algebraica al momento de planear un viaje. Puede usar
ecuaciones para calcular el tiempo de llegada en funcién de la velocidad y la distancia, o bien para de-
terminar el costo total considerando diferentes gastos como combustible, casetas de cobro, alimentacion
y hospedaje. También puede utilizar la modelacion algebraica para analizar datos financieros, como el
crecimiento de inversiones a lo largo del tiempo.

Imagina poder aplicar la modelacion algebraica en el entorno escolar al

analizar el consumo de energia eléctrica de tu escuela, donde en compafiia ki
de tus compaiieros recopiles datos sobre el consumo de electricidad du- :\\ -
rante diferentes periodos de tiempo, como meses o aiios, v luego usar esa =

informacidn para crear un modelo algebraico que represente el consumo de

: . Sabias que...
energia a lo largo del tiempo.

La capacidad de repre-
sentar sifuaciones reales
mediante ecuaciones y
expresiones algebraicas
nos permifte comprender
v predecir fendmenos de
.Te gustaria lograrlo? una manera mas precisa
y eficiente.

Con este modelo, puedes predecir el consumo futuro, identificar tenden-
cias y patrones, y proponer estrategias para optimizar el uso de la energia
eléctrica en la escuela. Esta actividad no solo te permite aplicar conceptos
algebraicos, sino que también te ayuda a comprender la importancia de la
eficiencia energética y la sostenibilidad en tu entorno escolar.
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Actividad formativa 3.1

2.

3.

4. Plantea una situacion o problematica y obtén su expresion algebraica.

Contesta las siguientes interrogantes. Sugerencia, consulta las inteligencias artificiales.
L.

. Qué entiendes por modelacion matematica?

;Para quéseutiliza?

;De qué manera utilizarias la modelacion matematica en tu vida diaria?

Como ya habras podido apreciar, el uso del lenguaje algebraico es muy util cuando se necesita re-
solver problemas donde se requiera de relaciones matematicas y se presenten valores desconocidos o
variables.

Actividad formativa 3.2

Elige la expresion algebraica que representa el problema descrito.

L.

El gavilan y las 100 palomas

—Adios mis 100 palomas, —dijo un gavilan a una parvada de pa-
lomas.

—No somos 100, —dijo una paloma—, si sumamos las que somos,
mas tantas como las que somos. mas la mitad de las que somos, v
la mitad de la mitad de las que somos, en ese caso, contigo, gavi-
lan, seriamos 100,

;Cuantas palomas son?

Maria acude al dentista para una evaluacién diagndstica, la cual tiene un costo de $500.00, al

finalizar su consulta el doctor le dice que necesita realizarse una limpieza, por la cual cobra $20.00
por minuio.

a) 500x +20 b) 500 +20x c) 500 — 20x

Marcos produjo el doble de toneladas de maiz que Antonio y Carlos el doble de Marcos, entre
todos hicieron una produccion de 240 toneladas.

a) x+2x +3x=240 b) x+2x+ 4x =240 c) 3x+x =240

José tiene $230.00 en monedas de $5.00 y $10.00. El cuenta con dos monedas mas de $10.00 que
de $5.00.

a) 10(x+2)+5r =230 b) 10x + 5(x +2)= 230 c) 230(x) =10 + 5(x +2)
Maria vendio pasteles durante tres dias, el segundo dia vendio el doble de lo que vendio el primer
dia y el tercer dia vendio el triple de lo que vendio el primer dia, en total gand $240.00.

a) 3x+x=240 b) x+2x+ 4x =240 €) x+ 2x +3x =240

Perla fue a la papeleria a comprar una libreta y tres plumas y pagé $148.00.
a) x+ 3y =148 b) 3(x+y)=148 ¢) = ; ’

=148

A

& %«W’
‘(
Figura 3.1. Palomas.

Fuente: Susana Rosique.
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Actividad formativa 3.3

Encuentra la expresién algebraica que describe los siguientes problemas.

Problemas Expresion algebraica

ca p 1 5 )
Valeria gasto  de su salario mensual en un regalo para su mama.
Después, gasté $700.00 en un vestido. Hasta ese momento ya habia

gastado la mitad de todo su salario, ;cual es el salario de Valeria?

El area de la puerta del salén de clases mide 2.52 m? y su altura es
de 2.10 m, ;cual es el ancho de la puerta?

Un tridangulo mide 4 m de base y tiene 26 m?2 de area, (cual es la
altura del triangulo?

En un triangulo rectangulo, uno de sus angulos agudos mide 25°, -
;eudl es la medida del otro angulo agudo?

En un terreno de forma rectangular el largo excede en 6 metros al
ancho, si el ancho se duplica y el largo disminuye en 8 metros, el
area del terreno no varia, ;cual es el perimetro del terreno?

Una vez que has ejercitado la modelacidon matematica, es decir, traducir expresiones del lenguaje
natural al lenguaje matematico, también es importante, a partir de expresiones matematicas, desarrollar
habilidades en disefiar en lenguaje natural situaciones o problemas de la vida cotidiana y/o de algunas
ciencias.

Actividad formativa 3.4

Plantea una situacion de tu contexto que se ajuste a cada una de las expresiones algebraicas siguien-
tes.

Expresion algebraica | Situacion de w coniexio

2x+y =20

sa—2=420
2

4x+1=x

m+mn?

(20)(4y) ==

Cuando tienes que plantear un modelo matematico para resolver un problema donde se presentan
uno o mas valores desconocidos, se sigue una serie de pasos que permitan comprenderlo v, partiendo
de tus conocimientos previos, encontrar el o los valores desconocidos. Para ello, nos basaremos en las
cuatro pasos que sugiere George Polya, sobre la resolucion de problemas.

Su metodo, para resolver problemas, hace uso de los conocimientos previos y de las habilidades del
pensamiento, mediante los siguientes pasos:

Paso 1. Comprender el problemas

Para resolver un problema es necesario comprender bien su enunciado, lo que significa leer y com-
prender completamente el problema, identificar la informacion dada con los datos necesarios para
resolverlo, lo que es desconocido y se necesita encontrar. Es importante responderse preguntas como:

« ;Cudl es la incognita?

» ;Cuales son los datos?

e ;Cual es la condicion?

| 30 | Resolucién de problemas utilizando el lenguaje algebraico



» (Es la condiciéon suficiente para determinar la
incognita?

Paso 2. Concebir un plan

En este paso se utilizan los conocimientos previos,
la intuicion y creatividad para elaborar una estrate-
giacon la o las operaciones necesarias para resolver
el problema y transcribirlo al lenguaje matematico
que permita resolverlo.

En ello y muy relacionade con la comprension del
problema contribuye el hacer una figura auxiliar,
una tabla, buscar un patrén de comportamiento de
los datos obtenidos, o dividir el problema en partes,
enfre otras estrategias para lograr el plan de solu-
cion.

Paso 3. Ejecutar el plan

En este paso se deben implementar la o las estrate-
gias seleccionadas para solucionar completamente
el problema, siguiendo cuidadosamente las reglas,
propiedades v secuencias de las operaciones que se
gjecuten.

Paso 4. Visién retrospectiva

Sabias que...

George Pélya fue un
matematico hungaro,
nacido en Budapest
en 1887. Desarrollo
una amplia variedad
de contribuciones al
campo de la mate-
matica entre ellas la

Figura 3.2. George Polya.
Fuente: Instituto de ma-
tematicas TTNAM.

teoria de la resolucion de problemas. Si quie-
res conocer mas sobre su biografia consulta el

codigo QR 3.2

QR 3.2. Biografias de matema-

ticos: George Pdlya.

Fuente: Parzibyte 2024,

En este tiltimo paso se tiene la posibilidad de revisar el trabajo y asegurarse de no haber cometido algiin

error; es importante responderse preguntas como:
» ;Es la solucion correcta?

» (La respuesta satisface lo establecido en el enunciado del problema?

» (Puedes ver como extender tu solucion a un caso general?

St al resolver los problemas empleas en forma consciente y cuidadosa cada uno de los anteriores pa-
sos, aprenderas a disefiar y poner en practica estrategias que te permitan alcanzar el éxito.

Veamos un ejemplo de como puedes resolver problemas utilizando expresiones algebraicas y basan-

donos en estos cuatro pasos.

Ejemplo formativo 3.1

yecto sustentable que pueda ser replicable
por todos los alumnos en diferentes escalas.

Un grupo de alumnos de la Preparatoria Guasave Diurna esta trabajando en el desarrollo de un pro-

La distribucion del huerto quedo¢ de la siguiente manera:

Consiste en la creacion de un huerto escolar
con espacios asignados para los diferentes
vegetales que se pretenden cultivar.

cebolla

=

Para determinar las medidas del huerto y su
distribucion, se consideraron las especifica-

SO

pe

R

ciones que se enuncian a continuacion:

» El terreno disponible para realizar el
huerto mide de largo 36 metros, mien-
tras que su ancho s6lo ocupa una tercera

zanahoria

Y
N A
q

Y/

brocoli
et
Blw w0
lechuga

\QW/_

parte de éste, ;cuanto mide de ancho el
huerta?

‘ensamiento Matematico |l

Figura 3.3. Distribucion del huerte escolar.
Fuente: Elena Ruelas (Autodesk ID 2024).
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« El pasillo horizontal del huerto tiene un ancho igual a un doceavo li,, del ancho total del huerto,
;cuanto mide de ancho el pasillo horizontal? B

+ El pasillo vertical del huerto tiene el doble de ancho del pasillo horizontal, ;cuanto mide de ancho
el pasillo vertical?

Si has encontrado las medidas anteriores, ; cuiles son las dimensiones del cultivo de cebolla?, si se sabe
que los pasillos estén perfectamente alineados al centro, como se muestra en la Figura 3.3.

Paso 1. Comprender ¢l problema (identificar los datos)

Datos:

Largo del terreno: 36 metros.

Ancho del terreno: % del largo del huerto.

Ancho pasillo horizontal: % del ancho del huerto.

Ancho pasillo vertical: el doble de ancho del pasillo horizontal.

Paso 2. Concebir un plan (definir la expresion algebraica que dé solucién al problema)

Considerando los valores identificados y las variables correspondientes a cada elemento se hace la
traduccion del lenguaje natural al lenguaje algebraico.

Lenguaje natural Lenguaje algebraico
Largo del terreno (x): 36 metros. x=136
Ancho del terreno (a,): % del largo del huerto. a, = %x = %
Ancho pasillo horizontal (a,): 1L del ancho del huerto. a, = 1.2 X
% 10 12 3 36
Ancho pasillo vertical (¢, ): el doble de ancho del pasillo horizomtal. | @, =2 » % = 3—; = %

Paso 3. Ejecutar el plan (resolver la expresién algebraica anterior)

Largo del terreno: x = 36 m — x tomo el valor de 36 como se indica en el problema.

Ancho del terreno: a; = T 12 m — se sustituy6 el valor de x.
Ancho del pasillo horizontal: a, = % = % =1 m — se sustituyo el valor de x.
Ancho del pasillo vertical: a, =2 = % = % =2 m — se sustituyo el valor de x.
Para resolver la pregunta final sobre las 2@= S
dimensiones del cultivo de cebolla, se 6
hace uso de un esquema como el de la Fi- —_ -
cebolla T brécoli
gura 3.4. 1;3__.7,:
Ny
Largo y ancho del cultivo de cebolla: e N ~ L\-

&

\ 7 7 R T =
=2 mpPFOTOTOTOTOT

m - ==
2 S5 @
a= 12-1_ 5.5m l zanahoria 3:::\;( lechuga

« x=3m — 5

| =

-

Figura 3.4. Dimensiones del huerto.
Fuente: Elena Ruelas, Autodesk ID 2024,
Paso 4. Vision refrospectiva (examinar resultados)

Al hacer la comparacion entre lo planteado inicialmente y las medidas obtenidas, puedes concluir que
los resultados encontrados son los correctos, ya que, el largo del terreno es 36 metros, su tercera parte
es 12 metros, dando como resultado el ancho del terreno; la doceava parte del ancho del terreno es un
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metro, dando como resultado el ancho del pasillo horizontal y el doble del pasillo horizontal es dos
metros, que es el ancho del pasillo vertical.

Ahora puedes responder la pregunta final, ;cuales son las dimensiones del cultivo de cebolla?, si se
sabe que los pasilles estan perfectamente alineados al centro. Las dimensiones del cultivo de cebolla
son 17 m de largo y 5.5 m de ancho.

~ Actividad formativa 3.5

Continuando con el Ejemplo formativo 3.1, observamos que se asignd el mismo espacio para sembrar
en el huerto dichos vegetales, sin embargo, por el tamano de cada uno de ellos, las unidades que se
pueden sembrar en cada area son diferentes.

1.

Determina cudntas unidades se pueden sembrar de cada vegetal, si se sabe que se pueden sembrar
120 unidades de cebollas; las unidades que se pueden sembrar de brocoli para este mismo espacio
son iguales a una cuarta parte de las unidades de cebolla; en el caso de las zanahorias, se pueden
sembrar el triple de unidades que de bréocoli; mientras que, de lechuga, se pueden sembrar —5- del
total del brécoli.
Cebollas:
Brocoli:
Zanahorias:
Lechugas:
Una vez conocidas cuéntas unidades se pueden sembrar de cada vegetal, es momento de determinar
la cantidad de liquido organico que se requiere para cada sembradio; toma en cuenta que el
sembradio de brocoli (b) requiere de 3000 ml.
A partir de dicha informacion completa la siguiente tabla:

Vegetales Lenguaje comun Lenguaje algebraico Ticnida s ics

requerido (ml)

Cebolla (¢) | Una tercera parte de lo que requiere el brocoli.

Zanahoria (z) | El triple de lo que requiere la cebolla.

Lechuga (1) |Unsexto de lo que requiere la zanahoria.

3

Para regar las hortalizas del huerto, los estudiantes compraron 48 m de manguera, para mayor
facilidad de riego decidieron cortarla en dos partes, una de ellas es 14 m més larga que la ofra.

a) Determina la expresion algebraica para encontrar la longitud de cada parte.

b) Determina la longitud de cada una de las partes.

Los alumnos pretenden recaudar fondos para el proyecto del huerto escolar, para lo cual proponen
hacer una rifa de unos audifonos inalambricos con un costo de $800.00. La modalidad de la rifa es

una lista de nimeros del | al 25. los cuales se van a rascar v el costo de cada papeleta es el nimero
que salga.

a) Determina una expresion algebraica para encontrar la suma total del dinero que se recaudara
por cada alumno.

b) Sison 35 alumnos, ;cual es la ganancia suponiendo que se venden todos los ntumeros?
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©30[@ EVALUACION FORMATIVA 3.1

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Analiza la siguiente sitnacion y determina expresiones al-

gebraicas que te permitan representar cada una de las afir- —

maciones (una expresioén para cada afirmacion). Al finalizar \\ i

desarrolla el procedimiento para llegar a la solucion de cada o

incognita. Q_

1. Las canchas de voleibol y basquetbol de la Preparatoria
Guasave Diurna forman un poligono que tiene un _ /?T
perimetro total de 120 metros. Tomando en cuenta que [ \
el conjunto forma un poligono cuadrado, ;cuanto medira
cada lado?

X

Figura 3.5. Canchas de voleibol y basquetbol.
Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

[

El area que cubre el terreno de juego de la cancha de voleibol es igual a una quinta parte del total
de los metros cuadrados del conjunto de canchas. ;Cuanto mide el terreno de juego de la cancha
de voleibol?

3. El area de juego de la cancha de basquetbol menos el area de juego de la cancha de voleibol es
igual a 240 m’. ;Cual es el area de juego de la cancha de basquetbol?

4. ;A cuantos metros cuadrados equivalen dos tercios del total del conjunto de las canchas? Demuestra
que la suma de las areas de juego de las canchas de voleibol y basquetbol es ignal a dos tercios del
total del conjunto.

5. Tomando en cuenta que el piso del conjunto de canchas tiene una superficie de 900 m? y un espe-
sor 0.12 m, ;cual es el volumen que ocupa en el espacio?
(Nota: el espesor es la altura del piso con respecto al suelo).

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Autoevaluacion y coevaluacion 3.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre;

Autoevaluacion para el aprendizaje

Fantel:

Selecciona en la columna la opciéon que mejor refleje tu nivel de desempefio en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 3. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno

de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeno

Propicié un clima de comunicacion favorable para el
aprendizaje con mis compafieros.

Participe activamente con ideas para la toma razonada de
decisiones.

Contribui colaborativamente en la retroalimentacion de
dudas de mis compaieros.

Apliqué los procedimientos aprendidos en la resolucion
de problemas. (M2-C1)

Elabore expresiones matematicas para representar como
resolver problemas, identificando los datos conocidos v
los que se requieren determinar. (M2-C3)

Utilice adecuadamente el lenguaje matematico y el len-
guaje natural para describir diferentes situaciones. (Ml-
c4)

Coevaluacion para el aprendizaje

En proceso

de logro Sobresaliente

Bueno

Solicita a un compatfiero del equipo que marque en la columna la opcidén que mejor describa tu des-
empeno durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 3 v que responda con honesti-
dad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeno

Propicid un clima de comunicacién favorable para el
aprendizaje con mis compafieros.

Participo activamente con ideas para la toma razonada de
decisiones.

Contribuyo colaborativamente en la retroalimentacion de
dudas de mis compafieros.

Aplico los procedimientos aprendidos en la resclucion de
problemas, (M2-C1)

Elabord expresiones matematicas para representar comao re-
solver problemas, identificando los datos conceidos y los
que se requieren determinar. (M2-C3)

Utilizo adecuadamente el lenguaje matematico y el lengua-
je natwal para deseribir diferentes situaciones. (MI1-C4)

En proceso

de logro Sobresaliente

Bueno

Nombre v firma de quien coevalia

Grupo: Turnc:

35

Pensamiento Mateméatico Il |



Relaciones entre
numeros enteros

9 i 10 |
I—__T_T' 3 &V 1
1 = 20
\ e T 1 | IRIE 1=
12 |
. 1 lll " 1" | 26 I ’n‘ 28 | 29 \ i \
32 | 33 | 34 | 35 36 l U=
31 B el o | 47 | 48 | 49 | 50
| 45 | 46 | ==

o Pjﬁiff
LS]. = 4 @ | 68 69_\ i

61 \63!64 = 80
|7 ?3\?4'75'i\rf_,\ LT

n |’ in| A I T L rgo_\
B 85 |

\Ym 82 I_B"-El sl i o | ﬂwo

o |9 o0 |
L_——I———_'——

Progresion de aprendizaje 4

Explica algunas relaciones entre ntimeros enteros utilizando conceptos como el de divisibilidad, el de numero pri-
mo o propiedades generales sobre este conjunto numérico, apoyandose del uso adecuado del lenguaje algebraico.

En proceso

Metas de aprendizaje de logro Bueno Sobresaliente

M2-C2 Desarrolla la percepcion y la intuicion -
para generar conjeturas ante situaciones que
requieren explicacion o interpretacion.

>lmiaie

M2-C4 Sccializa con sus pares sus conjetu- : : ;
ras, descubrimientos o procesos en la solu- | : : y

c16n de un problema tanto teorico como de su -
entorno. ;

oo

| EVALUACION DIAGNOSTICA 4.1

1. (Qué entiendes por divisibilidad?

2. Un grupo de agricultores quiere dividir una parcela de tierra de 144 hectareas entre ocho familias.
(Es posible dividir la tierra en partes iguales para cada familia? (Por qué?

3. Selecciona la opcidn correcta:

I. Numero natural mayor que uno, tiene solo dos divisores distintos: unoe y si mismo.
a) Numeros enteros

b) Numeros primos
c) Numeros compuestos
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II. Conjunte numérico que abarca los nmeros naturales, el cero y los nimeros negativos y

ademas no tienen parte decimal.
a) Numeros enteros

b) Numeros primos

¢) Numeros compuestos

ITI. Numeros naturales mayores que uno que tienen mas de dos divisores distintos.

a) Numeros enteros
b) Numeros primos
¢) Numeros compuestos

iBienvenidos al emocionante mundo de los nimeros enteros!

En este fascinante viaje matematico, exploraremos el conjunto de los nimeros enteros. A lo largo de
nuestras vidas hemos usado diferentes tipos de niimeros, por ejemplo, para contar objetos, utilizamos los
nimeros naturales. Si necesitamos expresar ganancias y pérdidas, movimientos hacia adelante y hacia
atras, cambios en la temperatura, etc. no son suficientes los niimeros naturales. Los nimeros enteros son

la clave para dar respuesta a estas interrogantes.

La biblioteca es un lugar donde las historias cobran vida y el conocimiento se expande. En este
espacio lleno de libros, cada ejemplar tiene su propio lugar designado, sin embargo, este como
cualquier otro edificio necesita reparaciones y mejoras para mantener el lugar en optimas condi-
ciones. Cuando esto sucede, es necesario encontrar soluciones temporales para almacenar los li-

bros mientras se realizan las tareas de mantenimiento. Para garantizar que los libros estén seguros
y accesibles durante este tiempo, es fundamental tener un plan para almacenarlos temporalmente
en otro lugar. Aqui entran en juego las operaciones con los nimeros enteros y sus propiedades.

NuUmeros enteros

Su origen se remonta a |a época de las civilizaciones antiguas, donde se de-
sarrollaron sistemas de numeracion simples para contar objetos v represen-
tar cantidades. Los nimeros naturales, que son los enteros positivos, fueron
los primeros en ser utilizados. Con el tiempo, surgio la necesidad de repre-
sentar situaciones como deudas, pérdidas o posiciones por debajo de cero.
Esta idea de numeros negativos no fiie completamente aceptada inicialmen-
te y tomo tiempo para su desarrollo v aceptacion en diversas culturas. Apro-
ximadamente en el siglo XVT llegan a Europa, sin embargo, hasta el siglo
XVIII no se generalizod su uso. Los nimeros enteros pueden ser positivos,
negativos o cero.

Propiedades de los numeros enteros

Con los niimeros enteros resolvemos situaciones que se nos presentan co-
tidianamente, para ello, necesitamos conocer las operaciones que podemos
realizar y las propiedades que satisfacen. Sabemos que es un conjunto orde-
nado, porque sus elementos los podemos ordenar, que es algo que hacemos

Sabias que...

La letra que se utili-
za para identificar su
conjunto es la Z. Se
utiliza esta letra ya
que es la primera letra
de la palabra alemana
Zahlen, que significa
nimeros.

en la vida real, por ejemplo, comparar precios, estaturas, temperaturas, edades, etc. Con los nimeros
enteros pedemos realizar las cuatro operaciones bésicas: suma, resta, multiplicacion y divisidn (excepto
la division por cero). Los ntimeros enteros satisfacen las siguientes propiedades (ver la siguiente tabla),

donde a, b y ¢ representan niimeros enteros.
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Propiedad | Operacion

Suma

Notacion

at+beZ

Significado

La suma de dos mime-

1os enieros es un mi-
mero entero.

Ejemplo

6+7=13
6+ (-3)—-13

Cerradura

Multiplicacion

Suma
Conmutativa

Multiplicacion

Suma

Asociativa

Multiplicacion
Suma

respecto a la
multiplicacion

Distributiva

abeZ

a+b=b+a

(a)(b) = (b)(a)

(a+b)+c=a+(b+c)

(a-b)c)=(a)b-c)

(a)(b+c)=(a))+ (a)c)

El producto de dos.

mimeros enteros es un
niumero entero.

El orden al sumar ni- I

meros enteros no afec-
ta el resultado.

El orden al multiplicar :

nimeros enteros
afecta el resultado.

no

Se pueden hacer dife-

rentes asociaciones al
sumar y no se afecta el
resultado.

Se pueden hacer di- |

ferenfes asociaciones
al muliiplicar y no se

| _afecta el resultado.

El factor se distribuye
a cada sumando.

(11(3)=133
(1)(-3)=-33

6+7=T+6

(1)) =@)11)

(4+6)+3=4+(6+3)

(DG = (D3]

(6)(4 + 5)=(6)(4) + (6)(5)

Suma

at+0=a

Todo mimero entero |

sumado a 0 se que-
da igual; el cero es el
idéntico aditivo.

13+0=13
(-13) +0=-13

Identidad

Multiplicacion

Todo numero entero
multiplicado por 1 se
queda igual; el 1 es el
idéntico multiplicati-
vo.

(13)(1) =13
(—-13)(1) =-I3

Suma

La suma de un ntimero
con su opuesto es 0.

~13+13=0
13+(-13)=0

Inversos
Multiplicacion

Actividad formativa 4.1

El producto de un ni-
mero diferente de cero
v su reciproco es 1.

i 1Y
(g)m)—lopé)t%)—l

1. En la biblioteca de la preparatoria se tienen que hacer ciertas reparaciones, por lo que es necesario
almacenar momentaneamente los libros que en ella se encuentran, se les pide a los alumnos de
servicio social que los organicen v cuenten. Se ha decidido almacenarlos en cajas que contengan
la misma cantidad de libros y se quiere utilizar no més de ocho cajas. Considerando que se cuenta

con 240 libros, ;de cudntas formas se pueden guardar los libros en las cajas?
Fundamenta tu respuesta:

2

Se les pide a los estudiantes que donen un libro a la biblioteca, algunos alumnos estan emocionados

por contribuir con esta iniciativa, pero al revisar su presupuesto, se dan cuenta que no tienen
suficiente dinero para adquirir algunos libros especificos, por ejemplo, el libro de Aritmética
de Baldor que cuesta $449.00 o el libro de Matemadricas Simplificadas que tiene un precio de

$1,070.00.
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Si un alumnoe desea donar un libro para actualizar la coleccién de la biblioteca y solo dispone de
$500.00 en su presupuesto, ;cuanto dinero le sobraria si va a comprar el libro de Aritmetica de
Baldor? y ;cuanto dinero le faltaria para comprar el libro de Matematicas Simplificadas?

Uivisibilidad
El término divisibilidad, se refiere a la propiedad que tiene un numero entero de dividirse por otro nu-
mero entero y obtener un resultado también entero. En otras palabras, un nimero  es divisible por otro

nimero & si al dividir @ entre b el residuo es cero. Ello nos lleva al concepto de divisor, que es aquel
nimero que estd contenido en el primero una cantidad exacta de veces.

Los principios generales de divisibilidad son consecuencia del desarrollo alcanzado por la teoria de
los ntumeros. Los indios llegaron a conocer la divisibilidad entre 3, 7 y 9. El matematico francés Blas
Pascal, propuso las reglas para determinar la divisibilidad entre cualquier numero.

Criterios de divisibilidad
La divisibilidad nos permite comprender como los niimeros se relacionan entre si. Existen reglas que nos

permiten determinar si un ntimero es divisible entre otro sin necesidad de realizar la division, a estas reglas
las llamaremos criterios de divisibilidad, algunos de ellos se muestran en la siguiente tabla:

Divisibilidad | Criterio 1l Ejemplos
: Entre 2 _ Termina en 0 o en un digito par. 12, 24, 400, 568
| : ro r1g
Entre 3 f{: 35un.1a de los valores absolutos de sus digitos es multiplo 27, 600, 1356, 4575
| -
| Entre 4 Sus dos tltimos digitos de la derecha son 0 o multiplo de 4. 124, 416, 568, 6000
| Entre 5 _ Termina en 0 o 5. 10, 25, 500, 755
: Entre 6 Se puede dividir simultaneamente entre 2 y entre 3. 24, 36, 180, 282
217—21,7x2=14
-4
7

Separando el ultimo digito de la derecha, multiplicandolo _
Entre 7 por 2, restando este producto de lo que queda a la izquierda 20382 2_[1)2 n BEIEHO
v asi sucesivamente, da 0 o maltiplo de 7. 89 —18, 9x2=18

-8
0
| Divisibilidad Criterio Ejemplos
Entre 8 dS:s;}tres ultimos digitos de la derecha son ceros o multiplo 5680, 6512, 7000
! s
| _ == T
Entre 9 f{: ;uma de los valores absolutos de sus digitos es multiplo 36,72, 810
| a
Entre 10 Termina en 0. 50,170, 1230, 5840

¢;Sabias que? El Fuerte fite la primera capital de Sinaloa

L.

El Fuerte, Sinaloa, es una ciudad con un rico legado histérico que se remonta
a la época colonial. Fundada en 1593 por Diego Martinez de Hurdaide, esta
ciudad fue un importante centro de produccion agricola y comercial durante
siglos. Entre sus productos més reconocidos se encuentran los mangos, fa-
mosos por su sabor excepcional y calidad superior.
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Actividad formativa 4.2
Don Manuel, un agricultor de El Fuerte, Sinaloa, tiene una huerta de mangos con 150 arboles de man-
gos “Ataulfo”. Cada arbol produce en promedio 220 mangos por temporada. Don Manuel quiere ven-

der sus mangos en cajas de diferentes tamanos: cajas pequenas: 12 mangos cada una, cajas medianas:
20 mangos cada una y cajas grandes: 30 mangos cada una.

1. (Cuantos mangos en total produce la huerta de don Manuel?

2. (Cuantas cajas pequenas puede llenar don Manuel con la produccién de toda su huerta?

3. (El nimero 33,000 es divisible entre 2, 3,4, 5, 6,9 0 10? Fundamenta tu respuesta.

4. Don Manuel sabe que las cajas pequefas se vendena $10.00 cada una, las medianas a $15.00 y las
grandes a $20.00; si vende 90 cajas, la misma cantidad de cajas de cada tamafio, ;cuanto dinero
ganara en total?

5. Suponiendo que don Manuel solo vende cajas grandes, ;cuantos mangos necesita vender para
obtener un ingreso de $5.000?7

Numeros primos

Una vez revisadas las propiedades de los nlimeros enteros vy los principios fundamentales de divisibi-
lidad, es importante conocer que existe un tipo de ntimeros mayores que uno, que tienen Unicamente
dos divisores diferentes y que son enteros positivos (el 1 y el nimero mismo) conocidos como nzimeros
primos, por ejemplo: 2, 3, 5, 7, 11, 29, 37, 97. El nimero 1 no se considera primo.

Un nimero entero p > 2 es primo si sus Unicos divisores sonly p.

Una de las caracteristicas de los nimeros primos es que hay una cantidad infinita de ellos, segiin
demostro Euclides en la antigliedad. Ademads, su terminacion es siempre: 1, 3. 7v 9 (excluyendo de esta
regla al 2 y al 5).

Un nitmero compuesto o no primo, es aquel que ademas de ser divisible entre si mismo y entre el 1,
lo es entre otro(s) factor(es), por ejemplo: el 14 es compuesto pues ademas de ser divisible entre 14 y 1,
lo es también entre 2 y 7.

Un nimero entero k > 2 es compuesto si no es primo.

El maltiplo de un nhimero es aquel que lo contiene un nimero exacto de veces, de tal manera que el
14 es multiplo de 2 ya que el 14 contiene al 2 siete veces.

Existe una forma practica de obtener los nimeros primos menores que 100. La criba de Eratdstenes
es un algoritimo antiguo que te permite encontrar todos los niimeros primos hasta un limite dado, a traveés
del conocimiento del multiplo de un niimero. Es importante sefialar que el nimero uno no cumple con la
propiedad de tener unicamente dos divisores enteros positivos, por lo que se excluye de la clasificacion
y es conocido como unidad.

Actividad formativa 4.3

Desafio de 1a Criba de Eratdstenes para encontrar todos los mimeros primos entre 1y 100.
Procedimiento; realiza los pasos descritos a continuacion.

l. En laTabla4.1tachael L.

2. Comienza por el mimero 2 y tacha todos sus multiplos (4, 6, 8, 10, efc.) de la tabla.
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Responde lo siguiente:
L.

Encuentra el siguiente nimero sin tachar
en la lista. Este nimero (3) es primo. Tacha
todos los multiplos (6, 9, 12, 15, etc.) de la
tabla.

m|12 (13|14 (15|16 (1718|1920

Repite el paso 3 con el siguiente nimero 21 122 123 1 24125 1 26 27 28129 30
sin tachar en la tabla. Este numero (5) es
primo. Tacha todos los multiplos (10, 15,
20, 25, etc.) de la lista.

31 132 |133|34 | 35|36 (3738|3940

41 | 42 43 | 44 | 45 | 46 | 47 48 | 49 | 50

Continta repitiendo los pasos 3 y 4 hasta i i -
que el cuadrado del numero que estas | 1 [ 52 | 53 | 54| 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60
examinando sea mayor que 100. ' ' : ' '

6l | 62 | 63 |64 | 65| 66 | 67 | 68 | 69 | 70

NN T72 73|74 | 75|76 |77 |78 |79 |80

(Cudles son los primeros 10 numeros | 81 | 82 | 8 | 84 | 8 | 86 &7 88 | 89 | 90
primos? ' ' |

9l | 92 |93 |94 | 05|96/ 97 08 90 | 100
;Cudntos numeros primos hay entre 1 y ° 1 S L1 e L
1002 Tabla 4.1 Criba de Eratostenes.

’ Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

;Cuidl es el mayor nimero primo que

encontraste?

(Por qué no es necesario tachar los multiplos de un niimero que ya ha sido tachado?

. Por qué razdén se tacho el ntmero 17

Los niimeros primos tienen aplicaciones importantes en la criptogratia, teoria de los niimeros y otras
areas de las matematicas e informatica.

_ Ejempio formativo 4.1

Cifrado de un mensaje.

En un proyecto de investigacion en una clase de matemadticas de bachillerato, se estd estudiando la
seguridad de la informacion en la era digital. Se ha descubierto que uno de los métodos de encriptacion
mas utilizados se basa en el uso de nimeros primos. Para comprender mejor este metodo, el profesor
pide a los estudiantes llevar a cabo el signiente procedimiento para cifrar mensajes entre estudiantes y
experimentar con ello esta estrategia tan interesante:

L
2,

Primero, elegimos un niimero primo p como la clave publica.

Para cifrar un mensaje, convertimos cada letra en su valor numerico correspondiente sin considerar
laletraN(4=1,B=2,..,Z=26).

Luego, multiplicamos cada valor numeérico por la clave publica p. Para descifrar el mensaje,
dividimos cada valor cifrado por la clave publica p.

Por ejemplo, si elegimos p = 7 como la clave plblica, y queremos cifrar el mensaje “HOLA™,
hariamos lo siguiente:

H=8, cifrado: 8 x7=36

O = 15, cifrado: 15 x 7= 105

L =12, cifrado: 12 x 7=84

A=1,cifrado: 1x7=7

Entonces, el mensaje cifrado seria: 56, 105, 84, 7.
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5. Para descifrar, simplemente dividimos cada valor cifrado por la clave publica 7:

56 ~7=8 (H)
105 = 7=15(0)
84 +7=12(L)
7+7=1(A)

Asi, obtenemos el mensaje original “HOLA™.

Actividad formativa 4.4

Responde lo siguiente:

1. Cifra el mensaje “MATES” utilizando la clave puiblicap = 7.

2. Sirecibes el mensaje cifrado 42, 70, 98, 105, descifralo utilizando la clave p=17.

3. (Por qué es importante que la clave publica sea un nlimero primo en este sistema de cifrado?

Numeros primaos relativos

« Numeros primos relativos (coprimos) entre si, son dos o mas numeros que solo tienen un divisor
comun que es 1, por ejemplo, 8 y 15 porque su tinico factor comfin es 1. Observa que para que dos
numeros sean primos entre si, no necesariamente tienen que ser nimeros primos.

« Numeros primos relativos entre si dos a dos, son tres 0 mas nimeros tales que cada uno de ellos

es primo con cada uno de los demas, por ejemplo: 8,9 y 17 porque 8 es primo con 9 y con 17,y 9
es primo con 17.

Asi, los nimeros 10, 15, 21 y 16 son primos entre si, porque el Ginico factor que divide a todos es 1, pero
no son primos dos a dos, ya que 10 y 15 tienen como factor comun al 5, 15 y 21 tienen como factor commun
al 3, y 10 y 16 tienen como factor comun al 2.

Por lo tanto, si varios nliimeros son primos dos a dos, necesariamente son primos entre si, pero siendo
primos entre si. pueden no ser primos dos a dos.

Teorema fundamental de la aritmética. Todo numero entero mayor que uno se puede
descomponer en factores primos. conocido como descompaosicion prima.

La descomposicion prima es unica, salvo por el orden (unicidad). EXiste un método para llevarla
a cabo, conocido como algoritmo de descomposicion en factores primos. Hay diferentes versiones del
algoritmo, pero todas se basan en la idea de dividir repetidamente el nimero por el primo mas pequefio
que lo divide hasta llegar a 1.
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Por ejemplo, vamos a descomponer el nimero 36:

+ Primero veamos si 36 es divisible entre 2 que es el nlimero primo mas pequeiio.

» Notamos que 36 entre 2 es 18, y buscamos divisibilidad entre 2 que es 9.

» Vemos que 9 ya no es divisible entre 2, por lo que continuamos con el siguiente \
primo que es 3. 2

» Asi, 9 entre 3 es igual a 3, que es divisible entre 3 y terminamos al llegar a 1.

— D

Por lo tanto, la descomposicion prima de 36 es (2)(2)(3)(3).

Para reforzar sobre este tema revisa el codigo QR 4.1
QR 4.1 Video descom-
posicion de un nlmero
en factores primos.
Fuente: Parzibyte 2024,

Actividad formativa 4.5

1. Realiza la descomposicidn en factores primos de los siguientes ntimeros enteros:

T

2. Escribe la descomposicién prima de cada ntimero:
24= 42=
60 = 8l1=

43012 EVALUACION FORMATIVA 4.1

1. (Cuéntos multiplos de 15 hay entre 25 y 1007

2. Identifica si los siguientes numeros son primos o compuestos. Justifica tu respuesta.
a) 119
b) 573
c) 333
d) 149

Atendiendo la Tabla 4.1, ; cual es el Ginico nimero primo que es par?

4, De los 240 libros de la biblioteca se han seleccionado 24 ejemplares para realizar una donacion a
otra institucion. Se ha solicitado enviarlos en cajas que sean todas iguales sin que sobren ni falten
libros. Investiga todas las opciones posibles para el envio de los libros.

5. Después de separar los libros para la donacion se desea empacar los restantes en cajas que
contengan 9, 10 o 16 libros. Cual de las opciones es posible para el empaque.

Justifica la respuesta.

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Autoevaluacion y coevaluacion 4.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna la opcién que mejor refleje tu nivel de desempeifio en el proceso para el
aprendizaje de la progresién de aprendizaje 4. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

Desempeiio e logso

Bueno Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacion favorable
para el aprendizaje con mis compafieros.

Participé activamente con ideas para la toma ra-
zonada de decisiones.

Contribui colaborativamente en la retroalimen-
tacion de dudas de mis companeros.

Comprendi las relaciones entre nimeros enteros
utilizando los conceptos de divisibilidad y de
ntmero primo. (M2-C2)

Comparti mis ideas e intercambié sobre los pro-

cedimienfos que utiliceé en la solucion de proble-
mas de divisibilidad. (M2-C4)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compaifiero del equipo que marque en la columna la opcidn que mejor describa tu des-
empeiio durante el trabajo colectivo, concluida la progresion de aprendizaje 4, y que responda con
honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuvacion.

En proceso

Desempefio de logro

Bueno Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacion favorable
para el aprendizaje con mis compaferos.

Participo activamente con ideas para la toma ra-
zonada de decisiones.

Contribuyo colaborativamente en la retroali-
mentacion de dudas de mis compafieros.

Comprendio las relaciones entre nimeros ente-
ros utilizando los conceptos de divisibilidad v de
ntmero primo. (M2-C2)

Compartio sus ideas e intercambid sobre los pro-
cedimientos que utilizé en la solucién de proble-
mas de divisibilidad. (M2-C4)

Nombre y firma de quien coevaltia
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Progresion de aprendizaje 5

Conceptualiza el méximo comun divisor (M.C.D.) y minimo comiin multiplo (m.c.m.) de dos mimeros enteros y
los aplica en la resolucion de problemas.

En proceso

Metas de aprendizaje & o

Bueno Sobresaliente

MI1-C1 Ejecuta calculos y algoritmos para resolver
problemas matematicos, de las ciencias v de su en-
torno.

M3-C1 Comprueba los procedimientos usados en la
resolucion de problemas utilizando diversos méto
dos, empleando recursos tecnolégicos o la interac
ci6n con sus pares.

M3-C3 Aplica procedimientos, técnicas v lenguaje
matematico para la solucién de problemas propio
del Pensamiento Matematico, de Areas de Cono
cimiento, Recursos Sociocognitivos, Recursos So- |
cioemocionales ¥ de su entorno.

EVALUACION DIAGNOSTICA 5.1

Lee detenidamente los siguientes enunciados y escribe en el paréntesis la letra que corresponde a la
respuesta correcta:

1. Esun multiplo de 24. ()
a)8 b) 16 c) 30 d) 48

2. Esun divisor de 8. ( )
a)3 b) 4 c)5 d)6

3. (Cudles la cuarta parte del drea de un salén que mide 6 m por 8 m? ( )
a) 4 m? b) 8 m?2 c)12 m? d) 16 m?

4. ;Cuél de los siguientes es un nimero primo? ( )
a)d b)9 c) 13 d) 24

5. (Cudl de los siguientes es un nimero compuesto? ( )

a) 1 b) 2 )3 d)4




El méximo comun diviser (MCD) y el minimo comin multiplo (mcm) son conceptos esenciales en
matematicas y particularmente en aritmética; tienen aplicaciones practicas en diversas areas, desde la
simplificacion de fracciones hasta la optimizacion de recursos en ingenieria y tecnologia, asi como la
programacion de actividades periodicas. la sincronizacion de procesos en computacion y la resolucion
de problemas relacionados con la periodicidad de eventos.

Algunos ejemplos de aplicaciones del MCD pueden ser: en el reparto equitativo de objetos entre un
grupo de amigos, en la industria del disefio de envases o cajas para empacar alguna cantidad exacta de
productos, en la simplificacion de proporciones en recetas de cocina, en la optimizacion de recursos que
requieran dimensiones equitativas para su organizacion y distribucion como longitudes o areas.

Un ejemplo de aplicacién del MCD es el siguiente: para plantar diferentes cultives, se quiere dividir
en pequefias parcelas cuadradas idénticas, una parcela escolar que es un terreno rectangular de 300 me-
tros de largo y 180 metros de ancho, ;cual es el tamafio maximo de las parcelas cuadradas que se pueden
crear sin desperdiciar terreno?

De las multiples aplicaciones del mcm, se pueden mencionar algunas como: en los horarios de auto-
buses, en ciencias naturales se pueden encontrar fenomenos periddicos en el tiempo, en la vida cotidiana
se pueden calcular tiempos de coincidencia entre eventos de diferentes frecuencias, ya sea entre personas
u otros eventos.

Un ejemplo donde se aplica el mem es el siguiente: Luis y su papa practican ciclismo en la misma
pista, pero sus rendimientos son diferentes, Luis recorre la pista en 54 segundos mientras que su papa
tarda sélo 48 segundos. Siambos inician su recorrido simultdneamente, ;en cuanto tiempo estaran coin-
cidiendo en el mismo punto de inicio de la pista?

Para encontrar respuestas a estos problemas, es necesario desarrollar procedimientos con algoritmos
matematicos que permitan determinar el MCD y el mem como parte de la solucion correspondiente, los
cuales se estudian en esta progresion.

Multiplos y divisores

En la multiplicacién de nimeros @ * b, a y b se llaman factores, por ejemplo 5 * 6 =30, 5 y 6 son factores
de 30, también 3 y 10 son otros factores de 30. De ahi se dice que 30 es multiplo de los factores 5y 6.
Estos factores se llaman también divisores de 30, yaque 30+-6=5y30+5=6.

Con base en lo anterior, se concluye que un miiltiplo es el nimero que resulta de multiplicar un na-
mero natural (a) por otro nimero natural (5), incluso ¢l mismo.

Ejemplo formativo 5.1

Sitomamos el nimero 3, algunos de sus multiplos son:

3x1l=3
Ix2=6
3x3=9

Ixd4=12

Aqui, 3 es el mimero natural v 1, 2, 3, 4, ..., son otros niimeros naturales. Entonces, 3, 6, 9 y 12, ...,
respectivamente son multiplos de 3. Se puede observar que cualquier nimero natural es multiplo de si
mismo, ya que a * 1 = a, para cualquier niimero natural ; ademads, los multiplos de un ntimero natural
pueden ser infinitos.

Un miultiplo de un ntimero natural es cualquier nimero que resulta de multiplicar dicho
numero natural por otro nimero natural.
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Ademas, un divisor de un numero natural es cualquier nimero que lo puede dividir de manera exacta
(sin dejar residuo). Es decir, los factores de un numero natural, se llaman también divisores de dicho
numero.

Ejemplo formativo 5.2

Si tomamos el ntumero 30, sus divisores son: 1, 2, 3, 3, 6, 10, 15 v 30 porque:

30 30 30 30 30 30 30 30
—_— —_—= —_— —_— — =5 —_— i ) —_—=
-0 775 350 556 =5 7= 57> 30
Aqui, 30 es el nimero natural y 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15 y 30, son otros nimeros naturales que hacen las divi-
siones exactas para cada caso, por eso se dice que son divisores de 30. Se puede observar que cualquier
nimero natural tiene como diviser a la unidad y a si mismo, ya que @ =1 =a y @ = a = 1, para cualquier
nimero natural a; ademas, los divisores de un ntumero natural son finitos.

1

Un divisor de un niumero natural es cualquier nimero que lo divide de manera exacta. es
decir, que su residuo es cero.

Actividad formativa 5.1

| Lee, analiza y responde.
1. Escribe tres divisores y tres multiplos del numero 24,

2. Determina todos los divisores de 60,
3. De los divisores que obtuviste, ; cudles son nlimeros primos?
4. ;Porqué a los divisores también se les llama factores?
5. Determina los primeros 10 miltiplos de los nlimeros 4 y 6, luego identifica cuéles multiplos son
repetidos para ambos nimeros.
M(i.) =] }
M =1 f
M(4) Y M(ﬁ) = Ir }
!
Maximo comun divisor (MCD) y minimo comun multiplo ([mcm])
Entre los divisores de un nimero natural, existe
uno minimo (el uno) y otro méximo (el mismo sl e
numero natural). El nimero uno, es un divisor o > (96 L} :
factor que le pertenece (es comun) a todos los mi- . pLos | © (26 No6) LinLio
meros y corresponde al elemento neutro de la mul- ML & || 64 voRin
tiplicacién; sin embargo, no es niimero primo y no 48 s
es un factor explicito en los procesos de factoriza- 32
cién en nimeros primos de los nimeros. } 16 | | 32 || 48
~~ Numeros compuestos: 16, 32, 48, ‘\\
El maximo comun divisor (MCD) de dos nu- 16 || 32 || 48 —
meros o mas, es el nimero mas grande que los di- | ®-|| 16 11“21 Ti?ﬁf
vide exactamente sin dejar residuo. Por otro lado, DIVISORES | , T@&-H-® Divisar
el minimo comiin miltiplo (mcm) es el niimero L - g .
mas pequefio que es multiplo comun de dos nime- v 2 - 2
ros o més. Ambos conceptos son fundamentalesen | LBl e )

matematicas y tienen aplicaciones en la resolucion : e — i s ma
Figura 5.1. Minimo comun multiplo y maximo comun divisor

de problemas de la vida real, especialmente en al-
gebra y aritmética.

de numeros compuestos.
Fuente: Elaboracion propia (Power Point, 2024).
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EnlaFigura 5.1. pueden observarse algunas caracteristicas de los mfltiplos y los divisores, como son:

a) Los multiplos de cualquier nimero natural, siempre son mayores o iguales a dicho niumero,
ademas, todos los niumeros tienen infinitos multiplos.

b) Los divisores de cualquier nimero natural siempre serdn menores o igual a dicho ntimero, son
limitados (finitos) y todos los nimeros tienen como minimo divisor el nimero uno, pero este no
es nimero primo.

Maximo comun divisor ([MCD)

Existen muchos problemas donde es necesario determinar lo que en aritmética se conoce como maximo
comun divisor (MCD).

Ejemplo formativo 5.3

En una fabrica de acero se quiere transportar varillas de 30 y 45 metros de longitud, pero, para facilitar
y optimizar el transporte deben cortar las varillas en trozos iguales de la mayor longitud posible. ;De
qué longitud deben cortarse los trozos de varilla?

Para resolver este problema se recomienda lo siguiente:

1. Determinar el conjunto de divisores o factores de 30, que es De5=11,2,3, 5, 6,10, 15,30}

2. Determinar el conjunto de divisores o factores de 45, que es Dy =11,3,5,9,15, 45}
3. Determinar el conjunto de divisores comunes, que es D, (1D 5 = {1, 3, 5, 15}

4. Identificar el mayor de los divisores comunes (15)

5. Por lo tanto, la longitud maxima a la que deben cortarse las varillas es de 15 metros.

Para determinar el MCD de dos ntimeros naturales o mas de manera practica, se recomienda el siguien-
te algoritmo:

1. Realizar la factorizacion prima de cada uno de los niimeros, si hay divisores repetidos, expresarlos
como potencias.

2. Determinar el MCD multiplicando los factores comunes de dichos numeros, aplicando los factores
con el menor exponente.

Por ejemplo, el MCD de los ntimeros 24, 36 y 60, es:

24 2 36 2 60 2
12 2 18 2 30 2
6 7 9 3 15 3
3 3 3 5 5
1 1 1
24 = 23<3 36=122x3? 60 =2!x3x5 MCD(24, 36, 60)=22x3 =12

Para la aplicacion del algoritmo matematico de MCD. se retoma el problema planteado al principio
de esta progresion.

Ejemplo formativo 5.4

La parcela escolar es un terreno rectangular de 300 metros de largo y 180 meiros de ancho. Si se quiere
dividir en pequeifias parcelas cuadradas idénticas para plantar diferentes cultivos, ;cudl es el tamaiio
maximo de las parcelas cuadradas que se pueden crear sin desperdiciar terreno?
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Resolucion:

Se sabe que las dimensiones del terreno son 300 m de largo y 180 m de ancho.
Se pretende dividir el terreno en cuadrados, es decir de lados iguales. Esto indica que se debe calcular
el MCD.

Para determinar el MCD de 300 y 180:

1. Realizar la factorizacion prima de cada uno de los niimeros.

300
150
75
25 15
5 5
1 1

b2

180
90
45

ot b2

wn

300 = 22x3x52 180 = 22x32x5

2. Determinar el MCD multiplicando los factores
comunes de dichos ntmeros, aplicando los 1 2 3 4 5 | 60m
factores con eI menor exponente. e R e S S AT T e

MCD(300, 180) =2?%x3x5=60 6 7 8 9 10 | 60m
Respuesta: el tamaiio maximo de las parcelas cua-

dradas que se pueden crear sin desperdiciar terreno 1 12 13 14 15 | 60 m
es de 60 m por lado como se muestra en la Figura 5.2.

60m 60m 60m 60m 60m

Figura 5.2. Division y distribucién de las parcelas
(maximo comin divisor).

Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Actividad formativa 5.2

Lee, analiza y responde.

1. Encuentra el MCD, de los siguientes numeros:

a) 180 y756 b) 75yl125 c) 15.30y45 d) 96,112y 224

MCD(180, 756) = MCD(75, 125) = MCD(15,30,45) = MCD(96, 112, 224) =

2. A un carpintero se le encomienda recortar una placa de madera de 1.20 metros de ancho
y 2.10 metros de largo, en tablas cuadradas para venderlas como tablas de cocina para picar.
Las tablas deben cortarse con el mayor tamafio posible sin desperdiciar madera. ;Cual es la
medida de dichas tablas y cudntas se pueden obtener del corte?
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Minimo comun multiplo ([mecm)

Otros problemas frecuentes que se presentan en la aritmética se refieren al minimo comun multiplo
(mcm) de dos 0 mas niimeros naturales.

Ejemplo formativo 5.5

En un arbol navidefio hay tres extensiones de luces que parpadean cada cierto tiempo. La extension
E , parpadea cada 6 segundos, la extension E ,, cada 10 segundos y la extension E ;) cada 15 segundos.
(Cada cuanto tiempo todas las extensiones parpadearan al mismo tiempo?

La solucidn se puede obtener contando los ciclos de tiempo (o frecuencias) de cada una de las exten-
siones eléctricas y a partir de ello se determinan los miltiplos de 6. 10 y 15.

1. Determinar los multiplos de 6 de la

Eqy = {6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 43, 54, 60, 66, 72, 78, 84,90, ...}

2. Determinar los multiplos de 10 de Ia Et?] = {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, ...}
3. Determinar los multiplos de 15 de la Ey= {15, 30,45, 60, 75,90, ...}

4. Determinar los multiplos comunes de E;, (1 E, 11 E5,= {30, 60, 90, ...}

5. Identificar el minimo de los multiplos comunes, que es 30.

6. Porlo tanto, el tiempo para que todas las extensiones enciendan al mismo tiempo es de 30 segundos.

Para determinar el mem de dos o mas niimeros naturales de una manera practica, se recomienda el
siguiente algoritmo:

1. Realizar la factorizacion prima de cada uno de los nimeros, si hay divisores repetidos, expresarlos
como potencias.

2

Determinar el mem multiplicando todos los factores comunes y no comunes de diches niimeros,
los factores comunes aplican con el mayor exponente.

Por gjemplo, el mcm de los niimeros 54 v 120, es: 54 2 120 b}
27 3 60 2
9 3 30 2
3 3 15 3
1 5 5
1
mem(54, 120) = 2°x33x5 = 1080 54 =12x33 120 =23x3x5

Para la aplicacion del algoritmo matematico de minimo comun multiplo, se retoma el problema plan-

teado al principio de esta progresion.

Ejemplo formativo 5.6

Luis y su papa practican ciclismo en la misma pista, pero sus rendimientos son diferentes. Luis recorre
la pista en 54 segundos mientras que su papa tarda solo 48 segundos. Si ambos inician su recorrido
simultdéneamente, ;en cudnto tiempo estaran coincidiendo en el mismo punte de inicio de la pista?
Resolucion:

Se sabe que los tiempos (frecuencias) de recorrido son 54 s y 48 s, respectivamente.

Se pretende determinar el tiempo que tardaran en coincidir en el niimero de vueltas (frecuencias). Esto
indica que se debe calcular el mem de esos dos numeros.

Para determinar el mcm de 54 y 48
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1. Realiza la factorizacién prima de cada uno de los niimeros.

2 48 | 2
27 3 24 2
9 3 12 2
3 3 6 2
1 3 3
1
54 =2x3° 48 = 24x3

2. Determina el mem multiplicando todos los factores comunes y no comunes de dichos nimeros, los
factores comunes aplican con el mayor exponente.

mem(54, 48) = 2937 =432

Respuesta: el tiempo en que estaran coincidiendo en el mismo punto de icio de la pista es de 432 s
(7 minutos y 12 segundos).

Actividad formativa 5.3
Lee, analiza y responde.

1. Encuentra el mem de los siguientes numeros:

a) 24y32 b) 75y 125 ) 24,45y75 d) 24,36y72

mem(24, 32)= mem(75,125)= mem(24, 45, 75)= mem(24, 36, 72) =

2. Enuna galaxia existe un sol que emite tres diferentes rayos, de manera intermitente: El rayo alfa
cada 8 segundos, el rayo beta cada 10 segundos vy el rayo gamma cada 12 segundos. Si en este
momento el sol emite los tres rayos simultaneamente, ;cuantos segundos transcurren para que se
emitan los tresrayos de nuevo al mismo tiempo?
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©30[@ EVALUACION FORMATIVA 5.1

Lee, analiza y responde.
1. Factoriza en niimeros primos los ntmeros 130, 126y 162.
130=
126 =
162 =

b

Encuentra el MCD de los numeros 84, 210 y 420.

MCD(84, 210, 420) =

3. Determina el mcm de los numeros 14, 28 y 35.

mem(14, 28, 35)=

4. Poruna parada de camiones de pasaje en la ciudad de Culiacan pasan tres rutas (A, B v C) que
tienen diferentes frecuencias. Los camiones de la ruta A pasan cada 20 minutos, los de la ruta B
cada 24 minutos y los de la ruta C cada 30 minutos. ;Cada cuanto tiempo coincidiran los camiones
de las tres rutas en la parada?

5. Unabasededatos contiene tres tipos de tareas para realizar el proyecto final: 36 tareas de la unidad 1,
84 tareas de la unidad 2 y 120 tareas de la unidad 3, las cuales seran realizadas por diferentes
equipos de estudiantes. ;Cual es el mayor niimero de equipos de estudiantes que se pueden formar
de manera equitativa, asignando la misma cantidad de tareas a cada equipo y que no queden tareas
sin asignar?
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Autoevaluacion y coevaluacion 5.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Plantel: Grupa: Turno:

Autoevaluacién para el aprendizaje

Selecciona en la columna la opcion que mejor refleje tu nivel de desempeno en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 5. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.

- En proceso .
Desempeiio de logro Bueno Sobresaliente
Propicie un clima de comunicacion favorable para el

aprendizaje con mis companeros.

Participé activamente con ideas para la toma razonada

de decisiones.

Conlribui colaborativamente en la retroalimentacion
de dudas de mis companeros.

Apliqueé los conceptos de MCD y de mcm para resol-
ver problemas matematicos, de las ciencias y de mi
entorno, (MI1-CI)

Emplee la factorizacion de ntumeros para el calculo
del MCD y mem. (M3-C1)

Aplique los procedimientos para la factorizacion y
el calculo del MCD y del mem para la solucion de
problemas matematicos y de otras areas del conoci-
miento. (M3-C3)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un companero del equipo que marque en la columna la opcion que mejor describa tu des-
empeiio durante el trabajo colectivo, concluida la progresion de aprendizaje 5, y que responda con
honestidad la evaluacién de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

= En proceso <
Desempeio de logro Bueno Sobresaliente
Propici¢ un clima de comunicacion favorable para el
aprendizaje con mis companeros.

Participo activamente con ideas para la toma razonada
de decisiones.

Contribuyo colaborativamente en la retroalimenta-
cion de dudas de mis companeros.

Aplico los conceptos de MCD y de mcm para resol-
ver problemas matematicos, de las ciencias y de mi
entorno. (M1-C1)

Empleo la factorizacion de ntumeros para el calculo
del MCD y del mem. (M3-C1)

Aplico los procedimientos para la factarizacion y
el calculo del MCD y del mem para la solucion de
problemas matematicos y de otras areas del conoci-
miento. (M3-C3)

Nombre y firma de quien cocvalia
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El conjunto de los
ndmeros reales

Progresion de aprendizaje 6

Revisa desde una perspectiva historica al conjunto de los ntimeros reales, comenzando con la consideracion de
numeros decimales positivos hasta llegar a la presentacion de la estructura de campo ordenado de los ntimeros
reales.

En proceso

de logro Bueno Sobresaliente

Metas de aprendizaje

M3-C1 Comprueba los procedimientos usa- | : : :
dos en la resolucion de problemas utilizando [~ T T
d“‘rersos mé‘[odos‘ empleando recursos tecno- -_._..--.--..-.-.-.--..
légicos o la interacei6n con sus pares. ’

gias o formas de visualizacion que ayuden a
entenderlo. i

| EVALUACION DIAGNOSTICA 6.1

. Selecciona la o las respuestas correctas a cada pregunta.

a) (Cual es la suma de las siguientes fracciones 3o
A plo 4 4 oL
2 8 16
b) ;Cual de las siguientes fracciones es equivalente a 0.75?
6 3 9
A) — B) = i
S = )2
¢) (Cuéal es la suma de los siguientes nimeros: V4 + 222
A)4 B) 8 C)6
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d) (Cual es valor que satisface la ecuacion x—3 =57
A)x=8 B)x=-8 C)x=
2. Conla ayuda de la inteligencia artificial investiga.

I |
u,.J‘

a) Explica qué representa el nimero .

b} Un valor aproximado del nimero 7.

¢) Explica qué representa el nimero V2.

d) Un valor aproximado del nimero V2.

Los numeros reales y sus propiedades

Con frecuencia hacemos uso de los diferentes tipos de nimeros en las actividades diarias, cuvando pa-
gamos el transporte publico, compramos alimentos, dividimos un pastel, representamos la altura de una
persona, calculamos el descuento de un producto, etc.

Los primeros numeros que aprendemos a usar son los nlimeros para contar o niimeros naturales.

Los niimeros naturales, son el primer ejemplo que conocemos de un conjunto infinito y lo represen-
tamos con la letra V.
N=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, ...}

Los nimeros enteros estan compuestos por el conjunto de los nimeros naturales, sus opuestos nega-
tivos y el cero. Este conjunto lo denotamos con la letra Z.

Z={..,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6, ...}

Los mimeros enteros negativos son aquellos nimeros enteros que son menores que cero. Se repre-
sentan por Z = {—w, ... ,—7,-6, —5,—4, -3, -2, -1/, estos son los opuestos negativos de los niimeros na-
turales y forman parte del conjunto de ntimeros enteros Z. Se utilizan para representar situaciones en las
que se debe indicar una cantidad menor que cero, como pérdidas, deudas, descensos de temperatura, etc.

Los niimeros enteros positivos son aquellos nlimeros enteros que son mayores que cero. Se repre-
sentan por £ ={1.2,3.4. 5.6, 7, ....+oo}, estos son los numeros naturales y forman parte del conjunto
de ntuneros enteros Z, V — Z.

Los nimeros racionales son todos aquellos nimeros representados por el cociente de dos niimeros
enteros, se escriben como fracciones cuando necesitamos representar una cantidad que no es exacta o una
cantidad de decimales ciclica o infinita. Este conjunto se denota con la letra Q.

Q={§-‘p€l._qez_v q:t{)}

Todo ntimere entero se puede representar como un cociente de dos enteros, usando la unidad como
denominador, por lo tanto, todo niimero entero es un nimero racional, es decir Z — Q.

Todo ntmero racional tiene una representacion finita o infinita periédica. por ejemplo:

»  Decimal finita: %= 2.5, . =-0.25 & =0.8, =1125

4 TS5

; : . s ~10
» Decimal infinita periodica: ——=-3.333 ..., = 0.428571428571 ...

3 =0.4545 ..,

Elw el
~| W

Ahora veamos un conjunto de ntimeros diferente al de
los nimeros racionales. ;Conoces un nimero que no sea
racional? Recordemos ese nimero que usamos en el cal-
culo del area y perimetro de un circulo. Estamos hablando _ Perimetro
del nimero 7. El nimero 7 es el cociente del perimetro de "~ Didmetro
una circunferencia entre su diametro, como se muestra en
la Figura 61 Figura 6.1. Relacion entre perimetro v el diametro.

Fuente: Elaboracion propia (Word. 2024 ).

Pensamiento Mateméticoll | §5 |



Oftro nimero muy popular v conocido es V2, el cual representa la
g,\v longitud de la diagonal de un cuadrado de una unidad de lado, como se
muestra en la Figura 6.2.

1 unidad

Estos nimeros son considerados mimeros irracionales por no po-

1unidad derse representar como el cociente de dos enteros, y al escribirlos en for-
P 85 Tongthad de 1 dagomal ma decimal, resultan ser infinitos y no periodicos. T =3.1415926535 ...,
de un cuadrado de lado una unidad. N2 = 1.41421356 ...

Fuente. Elaboracion propia (Word, 2 . - ;
2004). poopii El conjunto de los numeros irracionales lo denotamos por Q' o L

El simbolo @, significa lo que no estd en Q. Al unir los conjuntos de
numeros racionales e irracionales, formamos un conjunto mas extenso, que llamamos conjunto de los
numeros reales y lo representamos con la letra M (M =Q UIT).

El conjunto de los nlmeros racionales y el conjunto de los nimeros irracionales son disjuntos,
0 N I= @ (no tiene ningin elemento en comuin). Ademas, N Zc Q@ — R, y por otra parte I — R.

Te preguniards ;por qué se llaman nimeros reales?, ;existen niumeros que no sean reales? Las res-
puestas a estas dos preguntas son similares, debido a que el nombre de reales los distingue de otros na-
meros, conocidos como nimeros complejos.

Representacion de los numeros reales en la recta numerica

La recta numérica real es un modelo geométrico, que utilizamos para representar el conjunto de ntiime-
ros reales como puntos a lo largo de una linea horizontal, que se extiende infinitamente en direcciones
opuestas.

A los nlimeros naturales los asociamos con puntos situados a la derecha del cero, a los enteros nega-
tivos los asociamos con puntos situados a la izquierda del cero, Para ubicar de manera exacta un nimero
racional no entero en la recta numérica, se divide el segmento en que se localiza en 10 partes iguales.
Si el nlimero racional tiene mas decimales, se realiza el proceso tantas veces como sea necesario hasta
ubicarlo exactamente, pero aqui, solo lo ubicaremos de manera aproximada. Para ubicar los nimeros
irracionales se uriliza el mismo método que para ubicar a los racionales, el cual requiere de un proceso
infinito de particiones.

Ejemplo formativo 6.1

4,5,=L s

Ubica en el siguiente sobre la recta numeérica, los nimeros que aparecen a continuacion 3

E!
Respuesta:

Ahora puedes observar la ubicacion de nimeros reales en la recta numerica.

p

(=3 ]
v
[V e
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Propiedades de orden de los numeros reales
Hemos observado come ubicar los nimeros reales en la recta numeérica, y esto sirve para comparar dos

numeros en el sentido de como es el primer ntimero con respecto al segundo. El simbolo >1o empleamos
para representar la expresion “'es mayor que”.

El simbolo < lo utilizamos para representar la expresion “es menor que”. Y el = simbolo lo usamos
para representar la expresion “es igual que”.

Para comparar dos niimeros, primero los ubicamos en la recta numérica y el niimero que esté a la de-
recha en la recta niimerica es el mayor, el que esté a la izquierda es el menor y si coinciden en el mismo
punto de la recta, los nlmeros son iguales.

o w @ G & ,Meflor, ,Ma?m' ,Como es el 6 con respecto al 37
Comparar el 6 con ———————4—+—+—+—+——4 ety
o3 S22 ML 53438 Con el simbolo, 6 > 3
Menor Mayor , c¢mo es el 3 con respecto al 6?
Comparan &l 2 oo H—t———t———— E13 es menor que 6. ’
oo 654324 01234535% Con ¢l simbolo,3< 6
Menor Mayor ,Cémo es el —% con respecto al —??
1 i | [l 1 1 L [l | 1 1 1 | =
Comparar el —— con TR T S T ] (A B B L 1 14
o 2 6-5-4-32-1012 345 ¢ El—5esmayorque—.
= . 1 14
Con el simbolo, s Do

Utilizando este método, podemos afirmar que:

—2<1‘1>‘*—2._—4>—6,0>—1,—l{0,3=3,%>l

Ley de tricotomia

Para comparar dos nlimeros reales cualesquiera a y b, solo una de las tres expresiones siguientes es ver-

dadera:
a<b, a=b o a=b

Propiedades de Ios nimeros reales

Con los numeros reales, podemos realizar las cuatro operaciones basicas: suma, resta, multiplicacion
y division (excepto la divisidén por cero). De ellas, la suma y la multiplicacion son las dos operaciones
fundamentales, debido a que la resta y la division son operaciones inversas 1 opuestas de la suma y la
multiplicacién respectivamente.

Por ser el conjunto de los numeros reales ordenado, bajo las operaciones de suma y muliiplicacion,
forman lo que llamamos el campo de los niimeros reales que satisface las siguientes propiedades (Figu-
ra 6.3), donde a, b y c representan numeros reales.
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Conmutativa de Ia suma
Notacion:
a+b=b+a
Significado:

El orden al sumar niimeros reales
no afecta el resultado.
Ejemplos:
T+5=5+7
(=5)+7=7+(-5)

Conmutativa de Ia multiplicacion

Notacion:
(a)(b) = (b)(a)
Significado:

El orden al multiplicar mimeros
reales no afecta el resultado.
Ejemplos:

(4)(6) =(6)(4)
(=3)2)=(2)=3)

Asociativa de la suma
Notacion:
(a+b)+c=a+(b+rc)
Significado:

Se pueden hacer diferentes
asociaciones al sumar v no se
afecta el resultado.
Ejemplos:
5+(7+2)=(5+7)+2

Asociafiva de Ia multiplicacion
Notacion:
a(be) = (ab) ¢
Significado:
Se pueden hacer diferentes
asociaciones al multiplicar v no se

Neutro de la suma
Notacion:
a+0=a
Significado:
Todo mimero real sumadoa 0 se
queda igual: el cero es el idéntico

Neutro de Ia multiplicacion
Notacion:
all)=a
Significado:
Todo nmimero real multiplicado
por I sequedaigual: ellesel
idéntico multiplicativo.

a fccta- el resultado. n'.:ld itivo. Ejemplos:
Ejemplos: Fjemplos: 15 15
5(2=x3)=(5x2)3 4+-0=4 — ===
3 3
Distributiva
Notacion: a (b +c)=ab+ac
Significado:

El factor se distribuye a cada sumando
Ejemplos: 3 (4 +3)=(3)(4) + (3)(3)

Figura 6.3. Propiedades de los numeros reales.
Fuente: Elaboracion propia, (Word, 2024 ).

Ejemplo formativo 6.2
Identifica las propiedades de los nimeros reales en operaciones basicas como: 3 +4 =7,

Podemos reescribir la identidad anterior utilizando la propiedad conmutativa de la suma y sustituirel 7
de tal forma que podamos visualizarlo como dos nimeros que se estdn sumando 3+ 4 =4 + 3. Observa
que la igualdad no se altera.

Actividad formativa 6.1

1. Analiza e identifica cudl de las propiedades de los niimeros reales se emplea en cada inciso.
a) 7+2=2+7
b) 6(3)=3(6)
c) 8(2+3)=8(2)+8(3)

d) V7+0=v7
e) (rs)t=r(st)
f) 3x(1)=3x

2. A partir de las propiedades de los niimeros reales, completa la expresion.
a) Propiedad conmutativa para la multiplicacion (—3)(—1-5) =
b) Propiedad distributiva 2.3(5.2+3.3)=

¢) Elemento inverso para la suma = + (—x) =

| El conjunto de los ndmeros reales
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Actividad formativa 6.2

Los estudiantes de tercer afio de los grupos 3-1, 3-2 y 3-3, luego de haber realizado una excelente cam-
paiia de reciclaje durante todo el afio, con la ayuda de sus familiares y profesores, recandaron la can-
tidad de dinero necesario para realizar un viaje a Guadalajara. La ciudad de Guadalajara se encuentra
a 690.40 kilometros de Culiacén, v los autobuses que abordan los estudiantes de cada grupo parten a
distintas horas y después de haber recorrido un cierto tramo se detienen en diferentes paraderos como
se indica en la siguiente representacién grafica.

g
g 29 2 = 2 A =
& €8 28 g S8 =
— =} = =
g2 25 25 S <5 5
«~ : 1' : : —
Okm 98.60 km 20575 km 484.30 km 510 km 690.40 km

1. El autobus del grupo 2-3, aventaja al del grupo 3-2, en 214.25 km. Si el chofer del 3-2 dice
que llegard en su proxima parada a Nayarit, ;cudntos kilometros le falta recorrer?

2. Si luego de un par de horas, el autobiis del grupo 3-1 se ubica a mitad de camino, ;cudntos
kilémetros avanzo en ese tiempo desde que se detuvo por primera vez?

Los niimeros racionales, como subconjunto de los ntimeros reales, los podemos utilizar para represen-
tar partes proporcionales de un mismo objeto (la fraccion vista como una razén), como puede apreciarse
en los siguientes ejemplos: B

AT
2%°- es la representacion en forma de cociente de 120°. Observa la figura de la /o /
derecha que muestra la representacion circular de partes proporcionales en grados C ¢ 8 7 120
de un entero. \ -

!

L
A}l e I En esta grafica, en el area 1, de 8 u?, se representan 8 ——
Il de 24 cuadrados, o bien %, que es la parte proporcional
del rectangulo 4ABCD.
oL 2 El érea 2, de 4 v°, 4 de 24 cuadrados, o bien _:1 , que es la parte proporcional
' : del rectangulo ABCD. 24
. ¢ ; 8 4 12 24
Sumando las partes proporcionales con el resto 54 + 54 + Ty 1
. 100
_ Actividad formativa _6.3 00
Resuelve los siguientes problemas: B0
70

1. En Sinaloa se cultivan una gran variedad de hortalizas 60
bajo diferentes esquemas de produccion, desde los muy 50
tradicionales hasta los mas avanzados en tecnologia. Enire 40
los mas comunes se encuentran los cultivos de chile, 30
tomate, papa y elote. Un campesino siembra en su hectarea 20
las siguientes cantidades: 3. de chile, ,}20 de tomate, % de 10
papa, y el resto de elote. - R

0| 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
La Figura 6.4 representa una hectérea, colorea la cantidad figur_ﬁd_ﬁd‘l- ?Cprﬁslei_ltfa_crién gf‘g (f]'lga de
de chile en verde, tomate en rojo, papa en café y elote en o> 1edidas de una ectarea. | m?).

amarillo, ;qué cantidad del total representa el elote? 56':52;6 Elaboracién propia (Word,
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2. Pedro salio a pasear el fin de semana con $250. Si gasto 1/5 de su dinero en comida, 3/7 del resto
en las entradas al cine y del dinero restante, la mitad para comprarse una prenda, ;cuanto dinero le
quedd?

Ejemplo formativo 6.3

Un grupo de jovenes se encontraba jugando a |as canicas, tenian una regla para el que quisiera jugar y
era que cada jugador debia apostar 20 canicas. Participaron 3jugado1‘es Juan, Pedro v Luis. Al finali-
zar el juego Juan se quedo con L 1 del total de canicas y Luis con — del total, ;con cuantas canicas se
quedo Pedro?

Resolucién: en total son 60 canicas (20 de cada uno). Observa que el numerador en cada fraccion
es 1, por lo tanto podemos resumlr la operacion a dividir 60 entre 4 y 60 entre 3 con lo cual estaremos
calculando lo que represema ‘11 y L del total de canicas.

Puede expresarse asi: T 60 y 2 60 , entonces L equwale als y a 20 canicas, lo cual indica que
Pedro se estd llevando 5 mds de las que habia aposrado.

Respuesta: Pedro se queda con 25 canicas.

Los niimeros irracionales se pueden ubicar sobre la recta nu-
mérica como puedes ver en el codigo QR 6.1 y se utilizan en
algunos ejercicios con figuras geométricas, por ejemplo, al cal- ~ QR 6.1 Ubicac i?ﬂ de ﬂ‘i"
- - . meros Hracionales en la
culf.tr la dlagonall de un aﬁmdrado df: area igual a uno 0 alcalcular " aricn
el area de un circulo 72 o el perimetro correspondiente a una  Fuente: Parzibyte, 2024,

circunferencia =D o 2.

Ejemplo formativo 6.4
Calcula el area comprendida por una circunferencia con un radio de 3 cm.

Resolucion: sabemos que el area se calcula con la formula: 4 = 77; si sustituimos el valor del radio
A = 7(3)’; elevamos el 3 al cuadrado; 4 = 7(9) y multiplicamos los valores queda como resultado
A =28.2743 em?

Respuesta: el drea es de 28.2743 cm’ aproximadamente.

Actividad formativa 6.4
En la preparatoria, para festejar el dia del estudiante, se realizaran eventos deportivos. De un grupo de
40 alumnos, % partes se anotaron en futbol y % partes en voleibol.

L. ¢Cuantos de ellos se anotaron en futbol y cuantos en voleibol?
a) 16y20 b) 24y 16 c) 24y20

2. (Cuantos alumnos se anotaron en ambos deportes?
a) 4 b) 3 c) 5
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&S0 EVALUACION FORMATIVA 6.1

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

1. Investiga en internet y elabora un diagrama de Venn que represente el orden de inclusion del
conjunto y subconjuntos de todos los nimeros reales.

2. En los siguientes enunciados responde falso (F) o verdadero (V).

a) 0 es un numero natural
b) —21 esun numero natural
C) m no esun mimero racional

d) 2 es un ntimero racional

— e e e
R .

e) V3 es un elemento de %

f) % no pertenece a Z ( )

3. Jonathan afirma que —5/3 es un nimero racional y Gisela afirma que es un nimero real. ;Quién
tiene la razon? Justifica tu respuesta.

4. La temperatura en La Rosilla, Durango es —7 °C mientras que en la sierra de Sonora es de —2°C.
¢ En cual lugar es mayor la temperatura?

5. Dos submarinos navegan en el mar, el primero a —12 m sobre el nivel del mar y el segundo a
—30 m, ;cudl de ellos se encuentra a menor profundidad?

6. En la carretera a Sanalona, un agricultor vende 10 litros de miel por $750. ; Cudl seria el costo por
6 litros de miel?

7. Calcula el radio de una circunferencia, si se sabe que el area comprendida por la misma es de
40 cm?.

8. Sielsueldo de un repartidor de pizzas a la semana es de $1,852, ; cudnto gana por dia?

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Autoevaluacion y coevaluacion 6.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje
Selecciona en la columna la opcién que mejor refleje tu nivel de desempeifio en el proceso para el

aprendizaje de la progresion de aprendizaje 6. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

Desempeiio 16 loero

Bueno Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacién favorable
para el aprendizaje con mis compafieros.

Participe activamente con ideas para la toma ra-
zonada de decisiones.

Contribui colaborativamente en la retroalimen-
tacion de dudas de mis companeros.

Resolvi problemas utilizando las propiedades de
los nimeros reales. (M3-Cl1)

Comprendi que la estrucmura v propiedades del

campo de los nimeros reales facilita la solucion
de problemas matematicos. (M1-C2)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compaiiero del equipo que marque en la columna la opcidn que mejor describa tu des-
empeno durante el trabajo colectivo, concluida la progresion de aprendizaje 6, v que responda con
honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

Bueno Sobresaliente
de logro

Desempeiio

Propicio un clima de comunicacién favorable
para el aprendizaje con mis compafieros.

Participo activamente con ideas para la toma ra-
zonada de decisiones.

Contribuyd colaborativamente en la retroali-
mentacion de dudas de mis compaiieros.

Resolvio problemas utilizando las propiedades
de los numeros reales. (M3-Cl1)

Comprendio que la estructura y propiedades del
campo de los nimeros reales facilita la solucion
de problemas matematicos. (M1-C2)

Nombre y firma de quien coevalia
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Proporcionalidad
directa e inversa

|
|
| o |
e
= B Nimero de personas == \
. D P 20 e 1
| \ Tngredientes & 1 2 | 2 1 16 ]l__2£ __||__2_4 -
. = i T s . ===
e e i i s o [
\ |Lotadeleche | L | —— - === |
ITa.z:as deyogur | 2 (N —— ___|| | | |
| | N .
| fremseoms |3 | L LT
\ lL—Sc:-l:ure de grerEtEliL 4 | b I SR ‘

Progresion de aprendizaje 7

Resuelve situaciones-problema significativas para el estudiantado que involucren el estudio de proporcionalidad,

tanto directa como inversa, asi como también el estudio de porcentajes, empleando la estructura algebraica de los
numeros reales.

e . En proceso 3
Metas de aprendizaje i de Tosro Bueno 'E Sobresaliente

M3.-C2 Compara hechos, opiniones o afirma- :
ciones para organizarlos en formas logicas 1ti-
les en la solucion de problemas y explicacion |
de situaciones y fendmenos. '

M4-C3 Construye y plantea posibles solucio- | A

nes a problemas de Areas de Conoeimiento, |-
Recursos Sociocognitivos, Recursos Socioe- |
mocionales v de su entorno, empleando técni- |
cas y lenguaje matematico. '

EVALUACION DIAGNOSTICA 7.1

Lee, analiza y responde lo siguiente.

1. Define el concepto de razoén matematica y ejemplifica una situacion en la que se emplea.

2. Explicaoestablece la diferencia entre una fraccién y una razén matematica.

3. Estableceuna definicion de proporcion.
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4. Enuna campaiia de recaudacion de fondos de una organizacion sin fines de lucro se logro obtener
la cantidad de $50,000.00. La razon en como van a distribuirlos en dos de sus programas es de 3:2,
(como seria asignada dicha cantidad?

h

Para preparar una jarra con dos litros de agua saborizada se requiere de un sobre que contiene
14 g de concentrado en polvo, ;cudntos gramos se necesitan para preparar ocho litros de agua
saborizada?

En los planteamientos anteriores, pudiste observar y establecer ciertos razonamientos relacionados
con la razen matematica y el pensamiento proporcional. De igual manera, resolviste situaciones
que requieren un andlisis y técnicas que hacen posible su solucién mediante estrategias y estructuras
algebraicas. Ahora desarrollaras procesos de caracter formal y argumentos para una situacion contextua-
lizada, como es el siguiente caso.

La piramide de Keops

Cuenta la historia que un sacerdote egipcio le pregunté a Tales de Mileto (s. IV a.C.) acerca de la alwra
de la Pirdmide de Keops (Artacho, 2024), esto cuando ya las piramides rondaban los 2000 afios de edad.
Se dice que, para dicha sitnacion, Tales de Mileto planteé un método ingenioso para medir dicha altura y
empez6 explicando que lo haria aprovechando las sombras que produce la piramide y su bastén al mismo
tiempo.

El explicaba que los rayos del sol que inciden en la pirimide
y en el bastén son paralelos, y dado que el baston estd colocado
perpendicularmente al suelo, sus sombras definian triangulos
semejantes (son aquellos cuyos lados son proporcionales y
tienen dngulos iguales). Posterior a dicha observacion, procedio
a obtener tres medidas correspondientes a la longitud de la
sombra de la piramide (L), la sombra del baston (7) y la altura
del baston (I); registrando las siguientes magnitudes:
L=296.45m,/=314myh=145m. L
A partir de los datos de la Figura 7.1, Tales calcul6 la altu-  Figura. 7.1. Triangulos semejantes que se for-
ra de la pirdmide () argumentando la proporcionalidad de los ~ manpor la proyeccion del sol sobre la Pirami-

. g . de de K- ; sob baston. Los angul
segmentos y dejando la representacion de los triangulos y las dZ mi trf;f;u%:ofoﬁ;ﬁma:oﬁgu:f;:_nﬁ;?;

variables que involucran (simbolizan) a cada elemento. tanto, dichos triangulos son semejantes.
¥ L Fuente. Elaboracion propia (Word, 2024).
g

Tomando en cuenta la expresion anterior puedes interpretar con un lenguaje natural que la razén de
las alturas es proporcional a la razén de las sombras. Por lo tanto, en lenguaje matematico, la variable
altura H de la piramide queda expresada como:

Razon y proporcion

A partir de este punto, puedes entender que una razén es la comparacién entre dos magnitudes. Tal es el
caso cuando la relacion entre la base y la altura de un portarretratos puede expresarse en la forma 20:30,
lo que se entiende como que tiene 20 cm de base y 30 cm de altura, v se lee “20 es a 30", Esto significa
que la base mide—;{ de la altura.

Una razén es una expresion de la forma =, donde b # 0. Ademas, a 'y b son niimeros reales que estin
expresados en las mismas unidades. En otras palabras, la razon es la comparacion de dos cantidades me-
diante un cociente, Algunas veces. esta razon se escribe como a: by se lee “aesab”.
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Ahora veamos otro concepto, el de proporcion. En el caso de la bandera nacional, debe estar a una
razon 4 de ancho por 7 de largo. Esto signité}ca que toda bandera con dimensiones @ de ancho y b de largo,
a

debe cumplir la siguiente proporcién = =.

Partiendo de que una proporcion es la igualdad de dos razones, se dice entonces que, las razones

%y % son proporcionales o estdn en proporcion si % = %, donde b#0, d+ 0.

Con el an4lisis anterior, puedes observar y comprobar la propiedad fundamental de las proporciones
la cual satisface que el producto de los extremos es igual al producto de los medios.

< 5o ia C - . - # "
En forma simbolica, 3 = g viene a cumplir @ * d = b = ¢, de este modo, conociendo tres términos

cualesquiera de una proporcion, es siempre posible calcular el cuarto término.
a

La proporcién

< . -
= también se escribe comoa:b:c:dyselee “aesabcomocesad’.

Proporcionalidad directa

La riqueza del concepto de proporcionalidad permite mostrar que la matematica se articula en diversos
contextos cuando se atiende su definicion y se usa conforme a sus fundamentos para enfrentar alguna
situacion. En ese sentido, se daré por entendido que una proporcion es una igualdad entre dos razones,
las cuales estan compuestas por magnitudes.

En consecuencia, el primer intento que haremos para abordar la solucion de problemas y la modela-
cion, sera poniendo en practica la logica de una proporcionalidad directa. Se parte de la idea de que una
magnitud y es directamente proporcional a la magnitud x si la razon o el cociente entre ambas es cons-
tante, es decir, 7 =k, Iec ibiendo £ el nombre de constante de proporcionalidad, para lo cual es necesario

se satisfaga que ;—t =% = k. Dicho de otra forma, y =k« x.

Ejemplo formativo 7.1

Fabiola quiere aprender a preparar gelatinas cremosas de limon a partir de una receta que su mama le
entregd con los ingredientes necesarios para cuatro personas, sin embargo, ella quiere hacer una tabla
de esta receta para un nimero diferente de personas.

Paso 1. Comprender el problema

Gelatina de limon cremosa
Tngredientes: .
= 10 limones + 2tazadeagua
= 1lata de leche condensada, 395g.  + 4 sobres de grenetina, 7¢
= 2 tasas de yogurt natural opcional: rayadura de limon

Paso 2. Concebir un plan

Para lo anterior, es necesario ajustar la receta y calcular las cantidades de ingredientes que se ocupan para
un nimero especifico de personas. Por ello, es importante observar y completar la siguiente tabla:

" Nimero de personas
Ingredientes 4 | 8 2 - [ 20 | 24 | 28
Limones 10
Lata de leche 1
Tazas de yogur 2
Tazas de agua %
Sobre de grenetina 4
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Paso 3. Ejecutar el plan

Determina las porciones de ingredientes para 8, 12 y 16 personas; posteriormente, de manera indepen-
diente, puedes concluir la tabla con las porciones faltantes.

Siy representa la cantidad del ingrediente y x es el nimero de personas, establecemos que y =k« x,
de donde k = *:?

Limones: k=2.5

Leche condensada: k=0.25

Tazas de yogur: k=0.5
Tazas de agna: k=0.125
Sobre de grenetina: k=1

Para 8 personas Para 12 personas Para 16 personas
25+8=20 2.5%12=30 25+16=40
0.25+8=2 0.25 =« 12=3 0.25-16=4
0.5-8=4 0.5+12=6 0.5+16=28
0.125-8=1 0.125-12=15 0.12516=2
1+8=38 1-R-12 1 1-16=16

Para obtener los datos de la tabla, multiplica el nimero de personas (x) por la constante de proporcio-
nalidad (k) v obtendrés la porcidn de cada ingrediente.

Paso 4. Vision retrospectiva
Siy representa la cantidad del ingrediente y x es el niimero de personas, se debe satisfacer que k= %
20 30 40

s 16 23
2

4 6 g
312 16 00
=B == =025

Por lo tanto, la cantidad de ingredientes y es correcta para el numero de personas x indicadas en la tabla
anterior.

Actividad formativa 7.1

l. Modela y resuelve la siguiente variacion de proporcionalidad directa. Si y es directamente
proporcional a x, y se sabe que y =4 cuando x = 8, expresa a y como funcién de x y determina el

valor de y parax=12.

2. Recupera los datos de la piramide de Keops y calcula su altura retomando las tres medidas
correspondientes a la longitud de la sombra de la pirdmide, la sombra del baston v la altura del

baston.

| Proporcionalidad directa e inversa
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3. Analiza las siguientes situaciones y responde utilizando las técnicas y lenguaje matematico de
acuerdo a lo que se indica en cada caso.

a) Para obtener el color verde se recomienda hacer una mezcla de color azul y amarillo en razén

de 1:3. ;Como interpretarias dicho planteamiento?

b) Sienun tubo de ensayo se agregan 5 ml de color azul, jcuantos ml tendrias que agregar de
color amarillo para seguir obteniendo la misma tonalidad de color verde?

c) Expresa en razon matematica los ml que se agregaron en el planteamiento anterior y argumenta
por qué es una relacion entre dos magnitudes:

d) Establece una proporcion para obtener un litro de la misma tonalidad del color verde
expresando la magnitud y la unidad de medida.

e) Pregunta de reflexion. [Qué sucede en el caso de que se requiera obtener% de litro en la misma
tonalidad del color verde?

4. Al consultar la ficha técnica de un saco de “Cemento MeXcla Big Bag”, se observa que para
lograr un concreto con una f'c (resistencia del concreto) de 200 kg/cm?, se requiere un bote de
19 L como medida para agregar las siguientes proporciones a la mezcla como se muestra en la
tabla.

; : e Cemento Arena Grava Agua Volumen
Reson Aplicaclon | poe19L | Botl9L | Botel9L | BoteldL enL ‘
f'c =200 kg/cm? | Zapata 4 4 6 2 145 ‘

Por la practica, se sabe que, para obtener una mezcla con un volumen de 1000 L. se ocupan 28 botes
de cemento.

a) ;Cual es la cantidad de cada material que se necesita para hacer dicha mezcla?

b) Sise desea construir una zapata de 60 cm * 60 cm * 20 cm, ;,qué volumen de material se ocupa
si se sabe que 1000 L equivale a 1m??
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Proporcionalidad inversa
En una preporcionalidad inversa se da una relacion en la que se establece que si y aumenta, x deberia

disminuir, o viceversa, esto implica que y, « x, =k =y, * x,, haciendo posible calcular la variable y =2,
asi como la variable x = =

Ejemplo formativo 7.2
Relaciona la informacién necesaria para conjeturar sobre la situacién y establecer la solucion.

Comnsidera que, si tres pintores tardan 12 dias en pintar cierta rea de un fraccionamiento, ;cudntos dias
tardaran en hacer el mismo trabajo nueve pintores bajo iguales condiciones?

Una manera de dar solucion al planteamiento es la siguiente relacion:

¥ 12
ERRr)
RO
: ®
x=4

Por lo tanto, nueve pintores hacen el trabajo en cuatro dias.

De igual manera, otra forma de encontrar el resultado seria considerando la siguiente tabla. Las mag-
nitudes correspondientes a pintores y dias tienen una relacion inversamente proporcional. Por lo que,
se puede interpretar que, al aumentar el nimero de pintores los dias para concluir la obra disminuiran.
Por su parte, para obtener una posible solucion debes multiplicar estas dos magnitudes y cuidar que el
producto sea constante, de tal manera que:

Pintores _ Dias Unidades
3 12 36
6 | 6 ' 36
0 ' 4 36

Asi mismo, es posible establecer un procedimiento con la constante de proporcionalidad:
3¢12=36=9+x
x= 3—; =4

Por lo tanto, nueve pintores hacen el trabajo en cuatro dias.

Actividad formativa 7.2

|. Actualmente un corredor entrena en pista durante 40 minutos en los cuales recorre una distancia
total de 7.5 km con una velocidad promedio de 11.20 km/h. Si con los entrenamientos su velocidad
mejora a 12 ki/h, ;que tiempo haria para recorrer la misma distancia?

b

Un arquitecto estd interesado en comprar un terreno rectangular con una superficie que relaciona
el ancho y el largo con las medidas de 5 m »x 40 m, sin embargo, esta considerando que, para tener
una mejor distribucion de la construccién, es necesario tener la misma superficie, pero que el
ancho mida 8 m, por lo tanto, ;qué medida debe tener el largo del terreno para que cumpla con la
optimizacion de los espacios?
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3. Determina lo que se te pide aplicando la constante de proporcionalidad inversa. De acuerdo con la
Ley de Boyle, cuando la temperatura se mantiene constante, el volumen (¥} de una masa dada de
un gas varia inversamente proporcional con la presién (P) a la que se somete dicho gas:

PieVi =PV,

Una cantidad de gas ocupa un volumen de 80 cm?® a una presion de 750 mm Hg (milimetros
de mercurio). Permaneciendo la temperatura constante, /qué volumen ocupara a una presion de
912 mm Hg si la temperatura no cambia?

Porcentajes

El porcentaje de una magnitud es una relacion de proporcionalidad entre una cantidad y un conjunto
de unidad, expresado por cada 100 de ellos, ademas, permite expresar y comparar las partes de un todo
mediante razones y proporciones. Este se usa para calcular descuentos, intereses, impuestos, propinas,

comisiones, frecuencias y partes.

El porcentaje es igual a s

Toae < 100%

Cabe mencionar que en estas situaciones los conceptos de razon y porcentaje se encuentran estre-
chamente relacionados, porque ambos son utilizados para representar una cantidad como fraccion de un
entero o en cien partes iguales.

Ejemplo formativo 7.3
Procesa la informacion para realizar las conjeturas necesarias y dar solucion.

Un huerto piloto que se instald en la Unidad Académica Preparatoria Escuinapa, ocupa una extension
de 350 m? y es dividido en tres parcelas para cultivos (que se consumen en la comunidad) como son
pepino, cebolla y tomate. El esquema de disposicion del campo sera de la siguiente manera: 105 m?
para pepino, 112 m? para cebolla y 133 m? para tomate, ;qué porcentaje del terreno le corresponde a
cada cultivo?

Resolucion: 105
Porcentaje (pepino): 355 x 100% = 30%
Porcentaje (cebolla): 5= x 100% = 32%

Porcentaje (tomate): 1= x 100% = 38%

Para el pepino se destinaréa el 30% del huerto, para la cebolla un 32% y para el tomate un 38%.

Actividad formativa 7.3

1. Caleb pagd $879.20 por una camisa casual, esta tenia un descuento del 20% sobre su
precio original, ;cual es el precio original?
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2. Elcentro de las monedas de 10 pesos es una aleacion de alpaca plateada que contiene un porcentaje
en masa de 65% cobre, 10% de niquel y 25% de zinc: conuna masa de 4.75 gramos. Mientras que
su anillo es una mezcla de bronce-aluminio, con una composicién de porcentaje en masa de 92%
de cobre, 6% de aluminio y 2% de niquel; con una masa de 5.579 gramos. Determina qué masa en
gramos le corresponde a cada elemento.

3. La concentracion de un suero glucosado al 5% indica que en 100 ml de concentracion hay cinco
gramos de glucosa, por lo que si a un paciente se le administran 1000 ml/dia de este suero, y
conociendo que un gramo es igual a 1000 miligramos, ;cuantos miligramos de glucosa recibe al
dia?

2@[3 EVALUACION FORMATIVA 7.1

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Pon en préctica el conjunto de conocimientos v experiencias adquiridas aplicando las diversas estrate-
gias de solucion y ejecutando procedimientos.

l. Un medicamento debe administrarse en dosis de 0.075 g por cada 1,500 g de peso corporal, ;cual
es la dosis para una persona que pesa aproximadamente 52 kg?

2. ;Qué cantidad de cada ingrediente se necesita para hacer una gelatina cremosa de limon con una
proporcion para 10 personas?

3. La obra literaria “Cien ainos de soledad” de Gabriel Garcia Marquez (1927-2014). de acuerdo a su
ficha bibliografica, edicion conmemorativa, esta compuesta por 752 paginas. Por lo tanto, si una
persona promedio puede leer alrededor de 40 paginas por hora, ;en cuantas horas lograra concluir
la lectura referente a esta novela?

4. Los datos del desplazamiento de un automovil en funcién del tiempo se muestran en la siguiente

tabla:
Datos del desplazamiento del automovil
Tiempo (f) 1 2 4 3 7 | 10
Desplazamiento (d) 480 | '

a) Establece una expresion para dicha relacion.
b) Completa la tabla.
¢) Grafica los datos del desplazamiento en funcién del tiempo.
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5. El encargado de una obra ha determinado que tres pintores tardan en hacer un trabajo 12 dias, si
dicho trabajo se requiere entregar en ocho dias, ;cuantos trabajadores se necesitan contratar?

6. En un instrumento de cuerda, la longitud (L) de una cuerda varia inversamente proporcional
con la frecuencia (/) de sus vibraciones. Una cuerda de guitarra de longitud de 65 cm vibra
estacionariamente en su modo fundamental a una frecuencia de 440 Hz (Hertz). Encuentra la
constante de proporcionalidad y la frecuencia de una cuerda de 69 cm.

7. Un arquitecto estd interesado en comprar dos terrenos en forma rectangular con una superficie de
200 m? cada uno. Para hacer una distribucién adecuada de la construccion ha considerado que los
terrenos tengan 10 m y 8 m de ancho, ;qué medidas deben tener de largo?

8. La masa de la moneda de $10.00 es de 10.329 gramos. Si se conoce que aleacion dorada es de
5.579 g, ;que porcentaje de esa masa le comresponde a su aleacion dorada y a su aleacion plateada?

9. En el diplomado de Pensamiento matematico, la ponderacion de un examen de 25 preguntas es
equivalente al 20%, ;queé porcentaje obtuvo una alumna que obtuvo 16 aciertos?

10. El tamaie de una fotografia es de 20 x 25 cm, en una relacion de base por altura. La intencion es
hacer una modificacion proporcional de su tamaifio y para ello la indicacion es disminuir a 13 cm
su base. Determina las nuevas medidas de la fotografia.
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Autoevaluacion y coevaluacion 7.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Plantel: Grupo: Turna:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna la opcidn que mejor refleje tu nivel de desempefio en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 7. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

& log Bueno Sobresaliente

Desempeno

Propicié un clima de comunicacion favorable
para el aprendizaje con mis compafieros.

Participe activamente con ideas para la toma ra-
zonada de decisiones.

Contribui colaborativamente en la retroalimen-
tacion de dudas de mis compafieros.

Expliqueé el proceso de resolucion de un problema
real usando proporciones o porcentajes. (M3-C2)

Presenté soluciones viables a problemas rea-
les que se resuelven mediante proporciones o
porcentajes. (M4-C3)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compaiiero del equipo que marque en la columna la opcidn que mejor describa tu des-
empeno durante el trabajo colectivo. una vez concluida la progresion de aprendizaje 7. v que respon-
da con honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

& lojto Bueno Sobresaliente

Desempeno
Propicié un clima de comunicaciéon favorable
para el aprendizaje con mis compafieros.

Participo activamente con ideas para la toma ra-
zonada de decisiones.

Conftribuyé colaborativamente en la retroali-
mentacion de dudas de mis companeros.

Explico el proceso de resolucién de un problema
real usando proporeiones o porcentajes. (M3-C2)

Present¢ soluciones viables a problemas rea-
les que se resuelven mediante proporciones o
porcentajes. (M4-C3)

Nombre v firma de quien coevalua
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Elementos de matematica
financiera

Progresion de aprendizaje 8

Discute la conformacion de un provecto de vida considerando elementos basicos de la matematica financiera
tales como interés simple y compuesto, ahorros y deudas a través de la aplicacién de la estructura algebraica de
los mimeros reales v con la finalidad de promover la toma de decisiones mas razonadas.

En proceso

Bueno Sobresaliente
de logro :

Metas de aprendizaje

M2-C3 Construye un modelo matematico, ! A

identificando las variables de interds, con L [y
finalidad de explicar una sitnaciéon o feno- -
meno y/o resolver un problema fanto tedrico :

como de su entorno,

MI-C4 Describe situaciones o fendémenos em-
pleando rigurosamente el lenguaje matemati- :
co y el lenguaje natural. i

M2-C4 Socidliza con'Sus pares sus CONJENIEAS, i <X 1. o ime i iodove bt e o el e e L L B L
descubrimientos o procesos en la solucion de : C
unproblema tanto teérico comode suenforno. i iy © i

| EVALUACION DIAGNOSTICA B.1

Selecciona la o las respuestas correctas seguin corresponda:

1. (Como se define el capital en el contexto de la matematica financiera?
a) La cantidad de dinero depositada o prestada, sobre la cual se calcula el interés.
b) Eltotal de intereses ganados o pagados en un periodo de tiempo.
c) Elwvalor final de una inversion después de un periodo de tiempo.
d) La tasa de interés aplicada a una inversion o préstamo.
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;Qué es el interés en el contexto financiero?

a) El dinero que se recibe por mantener un saldo positive en una cuenta bancaria.

b) El porcentaje del capital prestado que un prestamista cobra a un prestatario por el uso del
dinero.

¢) La cantidad total de dinero pagada al final de un préstamo.

d) El dinero que se debe pagar por utilizar un servicio bancario.

3. (Que se entiende por amortizacion en el contexto de préstamos financieros?
a) El proceso de reducir el saldo de un préstamo mediante pagos regulares que cubren tanto el
principal como el interés.
b) El aumento del saldo de un préstamo debido a intereses no pagados.
¢) El pago unico realizado al final del periodo del préstamo.
d) El calculo del interés compuesto sobre un préstamo.

4. ;Que es |la capitalizacion en matematicas financieras?
a) El proceso de calcular los intereses sobre el capital inicial Gnicamente.
b) La frecuencia con la que se afiladen los intereses ganados al capital principal, permitiendo que
los intereses generen a su vez mas intereses.
c) El monto total pagado en un préstamo al final de su término.
d) El célculo del valor presenie de una inversion futura.

5. (Cual esel resultado de (3x—2),six=4yr=27
a) 64 b) 100 c) 144 d) 196

6. Maria comproé un vestido que originalmente costaba $1,200.00, pero estaba en oferta con un
descuento del 25%. Ademas, tuvo que pagar un impuesto del 8% sobre el precio con descuento,
(cudl fue el precio final que pagd Maria por el vestido?

a) $936.00 b) $972.00 c) $1,026.00 d) $1,152.00

atl y Elizabeth son un matrimonio joven que ha logrado ahorrar $1,000,000.00 a través de su ar-

duo trabajo y disciplina financiera. Ambos, estan interesados en invertir este capital para asegurar
su futuro y obtener un rendimiento adicional. Después de investigar varias opciones, deciden acudir al
Banco InvertAhorro, conocido por ofrecer atractivas tasas de interés y planes de inversion flexibles.

Durante su reunion con el asesor financiero del banco, este les ofrece dos opciones:
Opcion A: inversion con interés simple.

+ Tasa de interés: 6% anual.

* Duracion: cinco afos.
Opcion B: inversion con interés compuesto.

« Tasa de interés: 5% anual capitalizable cada semestre.

«  Duracién: cinco afios.

Ratl y Elizabeth intercambian sus ideas sobre cémo invertir el dinero. Elizabeth sugiere la opcion
A, surazonamiento es que al final de cada afio, podran retirar los intereses generados y utilizarlos para
cubrir algunos gastos planificados, como unas vacaciones familiares o la remodelacion de su hogar.

Por otro lado. Raul propone un enfoque diferente. El cree que es mejor optar por la opcién B, con la
diferencia de que los intereses generados semestralmente se reinviertan o capitalicen. De esta manera,
argumenta Raul, el capital inicial crecera aiin mas, ya que generara intereses sobre los intereses acumu-
lados de cada semestre,

Ante estas dos propuestas, Ratul y Elizabeth se encuentran indecisos sobre qué plan de inversion les
conviene mas para obtener el mayor rendimiento posible de su capital, jcuil de las dos propuestas de
inversion a largo plazo les ofrece un mayor rendimiento a Raul y Elizabeth?
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Interés simple
Pensando en tu futuro, quizas estés considerando ir a la universidad, comenzar un negocio o ahorrar para

comprar tu primer auto. En este momento, es importante entender como funciona el dinero y coémo puede
trabajar para ti. Aqui es donde entra en juego el interés simple.

El interés simple es un concepto financiero basico que se aplica en muchas situaciones de la vida real.
Desde solicitar un préstamo para pagar tu matricula universitaria, hasta abrir una cuenta de ahorros en el
banco, por lo que este esta presente en muchas transacciones financieras cotidianas.

. Como funciona el interés simple? Imagina que tu mejor amigo te pide prestados $1,000.00 para ir a
un concierto y promete pagarte en un mes con un interés del 5%. Esto significa que al final del mes, te
devolvera los §1,000.00 mas $50.00 de intereses. Este es un ejemplo de como funciona el interés simple:
se calcula tnicamente sobre el capital inicial prestado.

Ahora, piensa en ti mismo. Tal vez estés ahorrando para comprar un auto usado. Sidepositas $5,000.00
en una cuenta de ahorros que ofrece un interés simple anual del 2%, al cabo de un aio, tendrds $5,100.00.
Ese dinero extra que ganaste, puede ayudarte a alcanzar tu meta de comprar el auto mas rapido.

El inferés simple se refiere, al calculo del interés inicamente sobre el monto inicial prestado o invertido
y no sobre los intereses generados en periodos anteriores. Esto lo convierte en un método sencillo y directo
para determinar el costo 0 ganancia de una operacion financiera. Este se calcula sobre el capital inicial y no
sobre los intereses generados en periodos anteriores. La formula para calculatlo es:

I=Csist
Donde:
I: interés generado; C: capital inicial; i: tasa de interes y ¢ tiempo.
Retomando el caso de Elizabeth, que eligi6 la opcidn A: inversion con interés simple con una
tasa de interés del 6% anual a cinco afios. En el primer afio el interés obtenido es:
I=(1,000,000)(0.06) = 60,000

Por lo tanto, el interés total por un afio seria de $60,000.00. Tomando en cuenta la inflacién,
que por lo regular el dinero se deprecia cada afio, alcanzandole menos su dinero para los gastos
requeridos y. en consecuencia, para sus vacaciones. Al final de cinco afios el interés total
obtenido seria de $300,000.00

Ejemplo formativo 8.1

1. Tu generaciéon de bachillerato estd organizando una fiesta de graduacién y necesita recaudar
$100,000.00, el comité de la fiesta decide pedir un préstamo a un padre de familia que ofrece
un interés simple del 3% anual. Si planean pagar el prestamo en 6 meses, ;cuanto tendran que
devolver en total?

Resolucion:

Para calcular el interés simple, usamos la formula: 7= Ceis f.
En este caso:

C=5§10,000.00

i =3% esequivalente a7=0.03

t=6/12 = 0.5 afios (ya que 6 meses es medio afio)

Entonces, el interés sera: 7= 100000 x 0.03 x 0.5 =1500

El comité tendra que devolver el capital principal de $100,000.00 mas un interés de $1,500.00; es decir,
un total de $101,500.00

Pensarmiento Matematico |l 75



2. Pedro invierte $10,000.00 a una tasa de interés simple del 5% anual durante tres afios, ;cuanto
interés ganard Pedro después de tres afios?

Resolucion:

Usando la formula para calcular el interés simple: 7= C 7 = 1.
I=(10000)(0.05)(3) = 1500
Por lo tanto, Pedro ganara $1,500.00 de interés después de tres afios.

3. Quieres ahorrar $20,000.00 para un viaje de verano con tus amigos. Tienes $10,500.00 ahorrados
y decides invertirlos en un certificado de deposito (CD) a nueve meses con una tasa de interés
simple anual del 2.5%, ;cuanto dinero te faltara después de los nueve meses, para completar la
cantidad final que necesitas?

Resolucion:

Usando la formula para calcular el interés simple: 7= Cei=t.
C=8$10,500.00; 7 = 2.5% es equivalente a i = 0.025; = 9/12 = 0.75 afios
Entonces, el interés sera: 7= 10500 x 0.025 x 0,75 = 196.88.

Al final de los nueve meses, tendras $10,696.88. Es decir, te faltara un total de $9,303.12.

Actividad formativa 8.1

L.

76

Maria invierte $5,000.00 en un certificado de deposito que le paga un interés simple del 3%
anual, ;cuanto dinero tendrd al final de cuatro afios?

Carlos ha decidido ahorrar dinero para comprar un nuevo teléfono movil que cuesta $30,000.00.
Deposita $10,000.00 en una cuenta de ahorro que oftece un interes simple del 5% anual.

a) ;Cudnto tiempo le tomard acumular suficiente dinero para comprar el teléfono?

b) (Es conveniente esperar el tiempo que resulta en el inciso a)? (Por qué?

Carlos tiene una deuda de $5,000.00 con una tarjeta de crédito que cobra un interés simple del
15% anual. Aunque tiene la capacidad de pagar mas del pago minimo de $100.00 cada mes, decide
seguir pagando solo el minimo porque “siempre ha sido asi”.

a) ;Cuanto tiempo tardara en cubrir su deuda?

b) (Crees que la decision tomada por Carlos es la mds adecuada?

Pedro esta considerando solicitar un préstamo personal de $10,000.00 para financiar unas
vacaciones. Aunque la tasa de interés del préstamo es del 12% anual, Pedro se enfoca en
el hecho de que solo tendra que pagar $200.00 al mes en intereses. ;Como podria influir un
“abono chiquito” en su percepcion del costo total del préstamo y en su capacidad para tomar
decisiones financieras informadas?

Ana estd considerando dos opciones de inversidn: una cuenta de ahorros con intergs simple
del 3% anual y una inversion en acciones que historicamente ha tenido un rendimiento del
8% anual. Aunque la inversién en acciones tiene un rendimiento potencialmente mayor, Ana
recuerda vividamente una situacion en la que el mercado de valores experimentd una caida
significativa, jcomo podria incidir su experiencia sobre el riesgo en su decision de donde
invertir su dinero?
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Interés compuesto

;Alguna vez has pensado en cémo tu dinero puede crecer con el tiempo? Si tienes una alcancia donde
guardas tus ahorros y cada mes tu papé, para estimularte a seguir ahorrando, te da un 5% del total que
hay en la alcancia para que también lo ahorres, v esto se repite durante un afio. Sorprendentemente, tu

alcancia parece llenarse mas rapido de lo que esperabas. El dinero adicional que recibes por ese exira que
te da tu pap4, se le conoce como interés compuesto. Es decir, que te paguen intereses de los intereses.

El interés compuesto es un concepto financiero, que tiene el potencial de hacer crecer tu dinero de
manera exponencial a lo largo del tiempo. A diferencia del interés simple, donde solo ganas intereses
sobre tu capital inicial, el interés compuesto te permite ganar intereses sobre tus intereses previos. Es
como si tu dinero estuviera trabajando para ti, generando mas dinero mientras ti sigues con tu vida.

Imagina que tienes $1,000.00 en una cuenta que te ofrece un 5% de interés anual compuesto. Después
del primer afio, tendras $1,050.00. Pero la magia ocurre en los afios siguientes: en el segundo afio, gana-
ras intereses no solo sobre los $1,000.00 iniciales, sino también sobre los $50.00 que ganaste en el primer
afio. Esto significa que, para el segundo aflo, tu balance crecerd a $1.102.50. A medida que pasan los afios.
este efecto se multiplica, permitiendo que tu dinero crezca a un ritmo cada vez mayor.

El interés compuesto es una opcién que puede ayudarte a alcanzar tus metas financieras a largo plazo,
como ahorrar para la universidad, comprar una casa o planificar tu jubilacion. Cuanto antes empieces a
invertir y aprovecharlo, més tiempo tendra tu dinero para crecer.

El interés compuesto se calcula sobre el capital inicial y los intereses generados en periodos anterio-
res. La formula para calcular el monto final con interés compuesto es:

M= C(1+iy
Donde:
M: monto final; C: capital inicial; i: tasa de interés y t. tiempo.

~ Ejemplo formativo 8.2

1. Luis decide invertir $8,000.00 en un plan de ahotro que ofrece un interés compuesto del 6% anual,
; cuanto dinero tendrd acumulado después de 10 afios si no realiza més depositos?
Resolucion:
Datos:
C = $8,000.00; i =0.06; t = 10 anos; M: incognita
Formula del interés compuesto: M = C(1 + iy
Sustituyendo los valores: M =8000(1 + 0.06)'° = 8000(1.06)10 = 14327.38.
Después de 10 afios, Luis tendra acumulado $14.327.38 en su plan de ahorro.

]

Luis pide un préstamo de $19,000.00 con una tasa de interés compuesto del 0.7% anual. Si decide
pagar el préstamo en dos afios, ;cudnto pagara al final del periodo?

Resolucion:
Datos:
C=1519.000.00; i =0.07; t =2 anos; M. incognita
Formula del interés compuesto: M= C(1 + 7Yy
Sustituyendo los valores: M= 19000(1 + 0.07)>= 19000(1.07)* = 21753.10.
Por lo tanto, Luis pagara $21,753.10 al final del periodo de dos afios.
3. Una empresa desea comprar una maquina que cuesta $50,000.00, si la empresa decide ahorrar
$10,000.00 al final de cada afio y puede obtener un interés compuesto del 8% anual, ;jen cudntos

afios podrd comprar la miquina? Sugerencia:
M_ C[(l + !)’— 1]
fi *
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Resolucion:

Datos:
Costo de la maquina: $50,000.00
Deposito anual: $10,000.00
Tasa de interés anual; 8% equivalente a 0.08
Tiempo: incognita.
Cla+iy—-1] .
Sustituyendo los vailores:

Formula: M=

14— 10000[(1+0.08) —1]
: 0.08 )
Resolviendo para t: (0.08)(50000) = 10000[(1 + 0.08) —1]

4000 = 10000[(1.08)'— 1]
4000 = 10000(1.08) — 10,000
10000 + 4000 = 10000(1.08 )’
14000 = 10000(1.08)
14000 _ (1 gy,

10000
1.4=(1.08) Usa la propiedad de los logaritmos: I
b=
log 1.4 = log (1.08) loga*=b-loga
log1.4=+¢+log 1.08 Consulta el canal aprendiendo matema-
log 1.4 tica https:/youtu.be/U3nowFs7LTE
log 108 Usa la calculadora para obtener el va-

437=¢ lor del logaritino

La empresa podrd comprar la maquina después de 4 afios.

Abora, retomamos la situacion del inicio, en el caso de la opcion B elegida por Ratl: una inversion
con interés compuesto a una tasa de interés del 5% capitalizable semestralimente por cinco aiios.

Al capitalizarse cada seis meses, la formula del interés compuesto M = C(1 + i)/, se transforma en:

m=c(1+1)

n
donde:
M : monto final acumulado.
C : inversion inicial o principal.
i : tasa de interés anual (expresada como decimal).
n : nimero de veces que se capitaliza el interés en un afio.
t : tiempo en afios.
Luego:

0.05
2

M=1000000 (1 + 2] =~1280084.54

Por lo que Raul y Elizabeth recibiran $1.280,084.54, es decir, $280,084.54 de interés. En consecuen-
cia, a pesar de que el dinero se deprecie por factores como la inflacién, les conviene mas la opcion A. Y
al final de cinco afios el interés total obtenido seria de $300,000.00.

Siendo el interés compuesto una mejor opcién de inversidn, ;por qué en este caso resulta mejor la
opcion elegida por Elizabeth?
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_Actividad formativa 8.2

| 1. Maria obtiene un préstamo de $7,500.00 con una tasa de interés compuesto del 6% anual. Si
decide pagar el préstamo en tres afios, ;cuanto pagara al final del periodo?

2. Ana deposita $6,000.00 en una cuenta de ahorros que ofrece un interés compuesto del 7%
anual. Si desea tener $35,000.00 en su cuenta, ;cudntos afios le tomara alcanzar su objetivo?

3. Pedro decide comenzar a ahorrar para su jubilacion. El deposita $2,000.00 al afio en una
cuenta de inversion que ofrece un interés compuesto del 7% anuval. Si Pedro planea jubilarse

despuésq(%e 2)0 a?os. (cuanto dinero tendra acumulado en su cuenta de jubilacién? Sugerencia:
M = 1+_I '—1 !

1

4, Carlos quiere ahorrar para comprar una computadora que cuesta $20,000.00, si €l deposita
$6,000.00 al afio en una cuenta de ahorros con un interés compuesto del 4% anual, ;cudntos
afos le tomara a Carlos ahorrar lo suficiente para comprar la computadora?

5. Juanita decide invertir $10,000.00 en un fondo de inversion que ofrece una tasa de interés
anual del 8%, capitalizable trimestralimente. Si deja su inversidn durante cinco afios sin hacer
retiros ni depodsitos adicionales, ;cudl sera el monto final acumulado?

6. Ana invierte $9,000.00 en un fondo que ofrece una tasa de interés compuesto del 0.7% anual,
capitalizado bimestralmente. Después de seis afios, le dice a su asesor financiero que su
inversion debe haber crecido aproximadamente $17,578.33. El asesor le confirma que su
calculo es correcto, ;jes esto realmente cierto?

Inflacion y Ganancia Anual Total (GAT)

Cuando empiezas a trabajar, una de las primeras cosas que te propones comprar es un automovil. Para
ello ahorras $3,000.00 mensuales y decides invertir este dinero en una cuenta de ahorros que te ofrece
una tasa de inferés anual del 3%. Te sientes emocionadeo porque en un afio tendras los $36,500.00 que
cuesta el automovil. Sin embargo, hay un factor importante que debes tener en cuenta: la inflacion.

La inflacion es el aumento general y sostenido de los precios de los bienes y servicios en una econo-
mia a lo largo del tiempo. En otras palabras, con la inflacion, el poder adquisitivo de tu dinero disminuye.
Por ejemplo, si el ailo pasade podias comprar una pizza por $100.00, pero este aiio, debido a la inflacion,
la misma pizza cuesta $108.00, aunque tengas mas dinero en tu cuenta de ahorros, es posible que no
puedas comprar tantas cosas como antes.

Aqui es donde entra en juego la Ganancia Anual Total (GAT) real, que se interpreta como la ganancia
o pérdida de valor de nuestro dinero. La GAT real es una medida que tiene en cuenta no solo la tasa de
interés que ganas en tus inversiones, sino también el impacto de la inflacion. Es una herramienta til para
evaluar el rendimiento real de tus inversiones y determinar si estas ganando o perdiendo poder adquisi-
tivo.

Volviendo al ejemplo de tu cuenta de ahorros con un interés anual del 3%, supongamos que la tasa de
inflacion anual es del 2%. Aunque tusaldo de cuenta muestre $36,500.00 después de un afio. enrealidad,
solo habras ganado un 1% en términos de poder adquisitivo.

La GAT real se calcula mediante la formula:
GATreal == % 100%,
1+f

donde 7 es la tasa de interés y f'la tasa de inflacion.
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Ejemplo formativo 8.3

La empresa “Inversién Segura” ofrece a sus clientes un fondo de inversién con una tasa de interés
anual del 7%. Si la tasa de inflacion anuval es del 4%, calcula la Ganancia Anual Total real que obten-
drian los clientes de “Inversion Segura”,

Resolucion:

Datos:
i=0.07 equivalente al 7%.
f=0.04 equivalente al 4%.

La formula para calcular el GAT real es: GATreal = =/ .100%

L+f
Sustituyendo valores:
GATreal = ( ‘M) -100%
. 1+0.04

GATreal = [ w} 100%
14

GATreal = 2.88%

Por lo tanto, los clientes de “Inversién Segura” obiendrian una Ganancia Anual Total real del 2.88%.
Esto significa que, ajustando por la inflacién, su inversion creceria en un 2.88% en términos reales
cada afio.

Actividad formativa 8.3

1. La compaiiia “Inversiones Futuro™ ofrece a sus clientes un plan de inversién con una iasa de
interés anual del 5%. Si la tasa de inflacion anual es del 7%, calcula la Ganancia Anual Total
real que obtendrian los clientes de “Inversiones Futuro”.

2. Maria decidié abrir una cuenta de ahorros que ofrece una tasa de interés anual del 1.5%. Si la tasa
de inflacion anual es del 1.5%, ;cual es la Ganancia Anual Total real de la inversion de Maria?

3. Ana decidi¢ invertir en un certificado de depdsito (CD) que ofrece una tasa de interés anual del
6.5%. Si la tasa de inflacion anuval es del 2.75%, ;cual es la Ganancia Anual Total real de la
inversion de Ana?

Deudas y manejo financiero responsable

En la vida, es comtin enfrentarse a situaciones en las que se requiere cierta cantidad de dinero para cubrir
gastos importantes, como comprar una casa, un automovil, pagar la educacion universitaria o incluso cu-
brir emergencias meédicas. Sin embargo, no siempre se cuenta con los recursos necesarios en el momento
preciso. En estos casos, una opcion viable es adquirir una deuda, ya sea a través de un préstamo bancario,
una tarjeta de crédito o algiin otro medio de financiamiento.

Las deudas pueden ser una herramienta atil si se manejan de manera responsable, pero también pue-
den convertirse en una carga financiera abrumadora si no se tiene cuidado. Por lo que es importante com-
prender los conceptos basicos del endeudamiento y el manejo financiero para evitar problemas a futuro.

Por ejemplo, si estas planeando ir a la universidad y necesitas financiar tus estudios, solicitas un prés-
tamo estudiantil con una tasa de interés del 6% anual. Al principio, la deuda puede parecer manejable,
pero a medida que pasan los afos v los intereses se acumulan, el monto total a pagar puede aumentar
significativamente. Es importante tener en cuenta que los intereses se calculan sobre el saldo pendiente,
lo que significa que mientras mas tiempo tardes en pagar la deuda, mas intereses deberas pagar.
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Otro escenario comun es el uso de tarjetas de crédito. Estas pueden ser muy ttiles para hacer compras
y pagar servicios, pere también pueden ser una trampa si no se utilizan con precaucion. Si no pagas el
saldo completo cada mes, los intereses se acumulan rapidamente, y una pequefia deuda puede crecer
exponencialmente en poco tiempo.

Para evitar caer en un ciclo de deudas insostenibles, se debe establecer un presupuesto realista y
priorizar los gastos esenciales sobre los no esenciales. Ademas, es recomendable pagar mas del minimo
requerido en las deudas, va que esto reducira los intereses a largo plazo y acelerara el proceso de pago.

El nivel de endendamiento se calcula mediante la formula:

Deuda mensual 1400,

Nivel de endeudamiento:
Ingreso mensual

Ejemplo formativo 8.4

Maria tiene un salario mensual de $16,000.00 y las siguientes deudas:
»  Hipoteca: $450,000.00 con una tasa de interés anual del 5%, pagadera en 20 afios.
»  Tarjeta de crédito: $15,000.00 con una tasa de interés anual del 22%.

Si Maria paga $3,000.00 al mes por su hipoteca y $500.00 al mes por su tarjeta de crédito, ;cuél es su
nivel de endeudamiento?, ;es un nivel manejable o preocupante?

Resolucion:

Datos:
Salario mensual de Maria: $16.000.00
Deuda de hipoteca: $450,000.00 con una tasa de interés anual del 5%.
Pago mensual de hipoteca: $3,000.00
Deuda de tarjeta de crédito: $15,000.00 con una tasa de interés anual del 22%.
Pago mensual de tarjeta de crédito: $500.00

Calculo del nivel de endeudamiento:

Pago mensual total de dendas = Pago mensual de hipoteca + Pago mensual de tarjeta de crédito
Pago mensual total de deudas = $3,000.00 + $500.00 = $3,500.00

Nivel de endeudamiento = (Pago mensual total de deudas / Ingreso mensual) x 100%.

Nivel de endeudamiento = ($3500.00 / $16000.00) x 100%.

Nivel de endeudamiento = 21.875%.

Evaluacion del nivel de endeudamiento:

Generalmente, se considera que un nivel de endeudamiento por debajo del 30% es manejable
y poce riesgoso. En este caso, el nivel de endendamiento de Maria es del 21.875%, lo cual se
considera un nivel manejable.

Sin embargo, es importante tener en cuenta que Maria tiene una deuda de tarjeta de crédito
considerable ($15,000.00) con una tasa de interés muy alta (22% anual). Esto, podria convertirse
en un problema si no logra pagar esa deuda rapidamente, va que los intereses creceran
exponencialmente.

Actividad formativa 8.4

1. Sofia es una estudiante universitaria que trabaja a tiempo parcial ganando $6,500.00 al mes. Tiene
las siguientes deudas:

e Préstamo estudiantil: $50.000.00 con una tasa de interés anual del 5%.
+ Tarjeta de crédito: $3,500.00 con una tasa de interés anual del 18%.
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SiSofia paga $1,300.00 al mes porsu préstamo estudiantil y $400.00 al mes por su tarjeta de credito,
(cudl es sunivel deendeudamiento?

¢(Es un nivel manejable o preocupante?

Ana y Carlos son una pareja con un ingreso mensual combinado de $35,000.00 y tienen las
siguientes deudas:

Hipoteca: $1,000,000.00 con una tasa de interés anual del 5%, pagadera en 30 aiios.
Préstamo de automovil: $350,000.00 con una tasa de interés anual del 7%.
Tarjetas de crédito: $28,000.00 con una tasa de interés promedio anual del 20%.

Si pagan $10,500.00 al mes por su hipoteca, $8,000.00 al mes por su préstamo de automoévil y
$600.00 al mes por sus tarjetas de crédito, ;cudl es su nivel de endeudamiento?

(Es un nivel manejable o preocupante?

& 303 EVALUACION FORMATIVA 8.1

------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Juan tiene un negocio de venta de articulos de oficina y desea invertir parte de sus ganancias en un
plan de ahorro a largo plazo. El estd considerando dos opciones de inversion:

Opcidn A: invertir $50,000.00 en una cuenta de ahorros que ofrece una tasa de interés anual del
5% capitalizable mensualmente.

Opcion B: invertir $50,000.00 en un fondo de inversion que ofrece una tasa de interés anual del
6% capitalizable trimestralmente.

Construye un modelo matemético para comparar ambas opciones ydeterminar cudlle proporcionara
un mayor monto de dinero después de 10 afios.

Karen invirtio $10,000.00 en un fondo de ahorro que genero un rendimiento anual del 8% durante
un periodo de 3 afios. Los precios de los bienes y servicios al inicio de su inversion y al final del
periodo de 3 afios se muestran a continuacion:

Afio 1: precio de una canasta de bienes y servicios es igual a $100.00.
Afio 3: precio de la misma canasta de bienes y servicios es igual a $112.00,

Precio_final \%
[ o e ]" —1{x 100% (donde n es el nmero de

Calcula la tasa de inflacion promedio || 3270 Ticial

afios) y la Ganancia Anual Total real de la inversion de Karen.

Pedro y Maria tienen un ingreso mensual combinado de $25.000.00 y sus deudas son las siguientes:
Hipoteca: $450,000.00 con una tasa de interés anual del 4%, pagadera en 20 ailos.

Préstamo estudiantil: $80,000.00 con una tasa de interés anual del 6%.

Tarjetas de crédito: $15.000.00 con una tasa de interés promedio anual del 22%.

Actualmente pagan $2,500.00 al mes por su hipoteca, $800.00 al mes por su préstamo estudiantil y
$500.00 al mes por sus tarjetas de crédito. ;Es sunivel de endeudamiento manejable o preocupante
en relacién con su ingreso mensnal?
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Autoevaluacion y coevaluacion 8.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Plantel:

Nombre:

Grupo: Turne:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna la opcion que mejor refleje tu nivel de desempefio en el proceso para el
| aprendizaje de la progresion de aprendizaje 8. Responde con honestidad a la evaluacién de cada uno

de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempefio
Propicié un clima de comunicacion favorable para el
aprendizaje con mis compaflercs.

Participé activamente con ideas para la toma razona-
da de decisiones.

Contribui colaborativamente en la retroalimentacion
de dudas de mis compafieros.

Identifiqué las variables para el calculo de interés
simple y compuesto. (M2-C3)

Expliqué el efecto de la inflacion en la ganancia ac-
tual, usando lenguaje matematico y natural. (MI1-C4)

Comenté los descubrimientos sobre la adquisicion
de deudas y su manejo responsable. (M2-C4)

Coevaluacion para el aprendizaje

En proceso

de logro Sobresaliente

Bueno

Solicita a un compaiiero del equipo que marque en la columna la opcioén que mejor describa tu des-
empeiio durante el trabajo colectivo, una vez concluida la progresion de aprendizaje 8, v que responda
con honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Dessmpeno
Propici6 un clima de comunicacion favorable para el
aprendizaje con mis compafieros.

Particip0 activamente con ideas para la toma razona-
da de decisiones.

Contribuyd colaborativamente en la retroalimenta-
cidn de dudas de mis compafieros.

Identifico las variables para el calculo de interés sim-
ple y compuesto. (M2-C3)

Explico el efecto de la inflacion en la ganancia ac-
fual, usando lenguaje matematico y natural. (M1-C4)

Comentd los descubrimientos sobre la adquisicion
de deudas y su manejo responsable. (M2-C4)

En proceso

; Sobresaliente
de logro

Bueno

Nombre y firma de quien coevaltia

83
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Figuras geomeétricas
planas y su area

il

= 1 |

|
- | II|
|

Progresion de aprendizaje 9

Conceptualiza el area de una superficie v deduce formulas para calcular areas de figuras geométricas simples
como rectangulos, triangulos, trapecios, etc., utilizando principios y propiedades basicas de geometria sintética.

En proceso

Bueno Sobresalients
de logro :

Metas de aprendizaje

M2-C1 Analiza los resultados obtenidos al |
?[plicar procedimientos algoritmicos propios !

el Pensamiento Matematico en la resolucion |
de probleméticas tedricas y de su contexto.

M2-C2 Desarrolla la percepcién y la intuicién |
para generar conjefuras ante situaciones que
requieren explicacion o interpretacion. '

M4-C2 Argumenta a favor o en contra de afir- |
maciones acerca de sifuaciones, fendmenos o
problemas propios de la matematica, de las i
ciencias o de su contexto. i

ziair|miois|mici>

TLa geometria y el algebra, aunque son distintas ramas de las matematicas, se complementan en el estudio de las
formas y el espacio. Mientras la geometria se centra en el andlisis de figuras y sus propiedades mediante métodos
visuales v deductivos, el algebra aporta herramientas para cuantificar v generalizar estas relaciones. Por ejemplo,
al resolver problemas. cuando se requiere, usamos representaciones geomericas, v en el célculo de areas. usamos
modelos y aplicamos algoritmos algebraicos.
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| EVALUACION DIAGNOSTICA 9.1

Relaciona las siguientes preguntas con su posible respuesta.

1. Porcion del plano limitada por tres rectas que
se Intersecan una a una en puntos llamados ver-
tices.

2. Paralelogramo con cuatro lados iguales y cua-
tro angulos rectos.

3. Paralelogramo con cuatro angulos rectos.

4. Superficie del plano limitado por una circun-
ferencia.

N

Poligono donde todos sus lados y angulos in-
tertores miden lo mismo y tienen la propiedad
de que es posible inscribirlos en una circunfe-
rencia, es decir, todos sus vértices estan =n la
circunferencia.

6. Cuadrilatero que tiene exactamente un par de
lados paralelos.

() Poligono regular

() Trapecio
( ) Cuadrado
() Triangulo

() Rectangulo

( ) Circulo

Las figuras geoméiricas regulares e irregulares se encuentran
en todas partes a nuestro alrededor, tanto en el mundo natural
como en el mundo creado por el hombre. Cada tipo de figura tiene
sus propias propiedades y aplicaciones, que juegan un papel im-
portante en nuestra vida cotidiana. Como lo muestran las Figuras
9.1y9.2.

Supdn que deseas adquirir un terreno y tienes dos opciones de
compra como se muestra en la Figura 9.1. Ambos terrenos tienen
el mismo precioy la misma calidad de tierra, asi que eliges el mas
grande. Para ello, descargas de un sitio de internet una fotografia
aérea que abarca los dos terrenos. ;Como determinarias cual es el
terreno mas grande?

En la Figura 9.2 se tiene el cuadrado 4BCD de 32 cm de lado,
R y § son puntos medios de OC v OB respectivamente, y las fi-
guras de las esquinas del cuadrado son cuartos de circunferencia.
; Como determinarias el drea sombreada?

Areas de figuras geométricas simples

El drea es una medida que se utiliza para cuantificar el tamario de
una superficie en dos dimensiones, es decir, cuanto espacio ocupa
esta superficie en el plano v se expresa en unidades cuadradas:
metros cuadrados (m?), centimetros cuadrados (cm?), kilometros
cuadrados (km?), etc.; estas unidades pertenecen al Sistema Inter-
nacional de Unidades (SIU). Existen otros sistemas de unidades
como el Sistema Inglés, en el cual se manejan las siguientes uni-
dades cuadradas: Pies cuadrados (fi%). Pulgadas cuadradas (in?).
yardas cuadradas (yd?), etc.

En términos mas simples, el area nos permite cuantificar la su-
perficie encerrada por una figura geométrica. Por ejemplo, el area
de un rectangulo nos indica cudntos metros cuadrados de espacio
ocupa su superficie.

Figura 9.1 Terrenos de areas con fi-
guras irregulares.

Fuente: Elaboracion propia (Word,
2024).

D C

Figura 9.2, Area con forma irreguf
lar.

Fuente: Elaboracion propia (Word.
2024).
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El calculo del drea varia segiin la forma de la figura. Para figuras simples como rectangulos, triangu-
los, circulos y trapecios, existen férmulas especificas basadas en principios geoméiricos que nos permi-
ten calcular su 4rea.

Triangulos
Un triangulo es una porcion del plane limitada por tres rectas que se interse-
can una a una en puntos llamados vértices, como se muestra en la Figura 9.3.

Base y altura de un tridngulo (Figura 9.4)

Base: es une cualquiera de sus lados. 7 \

Altura: es un segmento perpendicular desde uno de sus vértices a la recta  Figura 9-3. Triangulo.
Fuente: Elaboracién propia

que contiene al lado opuesto de dicho vértice. (Word, 2024). 2024).

Escaleno Rectdngulo Obtusdangiio
b b b

Figura 9.4. Base y altura de un tridngulo. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Propiedades de los triangulos:

1. En todo triangulo, el segmento que une los puntos medios es paralelo al lado restante y su longitud
es igual a la mitad de la longitud de dicho lado.

La suma de las medidas de los angulos interiores es ignal a 180°.

W

Dos triangules son congruentes o iguales siy solamente si, tienen exactamente el mismo tamaiio
y la misma forma. Si dos tridngulos son congruentes, entonces los dngulos y lados correspondientes
son congruentes o iguales,

4. Dos triangules son semejantes si sus angulos respectivos son iguales, y sus lados homdélogos son

proporcionales.

5. La Mediana de un triangulo es un segmento que conecta un vértice del triangulo con el punto
medio del lado opuesto de dicho vértice. El punto donde concurren las medianas se denomina
baricentro o centroide. Ese punto es el centro de gravedad del triangulo. Las medianas dividen un
tridngulo en seis tridngulos que tienen la misma area.

Ejemplo formativo 8.1

En la Figura 9.5, 4, By C son los puntos medios de los lados del ARST, ade- R
mas <STR = 90°. Determina el drea del AABC, si RT =30 cm, RS =34 cm
y ST =16 c.

Resolucion: &
Utilizando la propiedad sobre los puntos medios de los lados del trian-
gulo se tiene que: 4C =8 cm, BC =15 cmy 48 =17 cm, por lo que
ABAC ~ ARST, entonces el area sombreada es S
b 15(8) T B
d=5 =5 = 60 Figura 9.5. Area del AABC.

Fuente: Elaboracion propia
(Word, 2024).

Por tanto, el area del triangulo ABC es de 60 cm?.
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Actividad de formativa 9.1

1. Calcula el area del ABAC rectangulo en A, si BD =5 cm, CF =20 cm y DEFA es un cuadrado
de 4 cm por lado. B

D

C

) F
Figura 9.6. Triangulo rectangulo.

Fuente: Elaboracion propia (Word,
2024).

2. Una vela triangular de una barca se ha estropeado y hay que sustituirla por otra. Para confeccionar
la nueva vela cobran $690 por metro cuadrado. ;Cuanto costara esa nueva vela si debe tener 8§ m

de alto v 3 m de base?

3. Calcula el area del siguiente triangulo. 1
50 cm |
I 40 cm

—-— -L
20 cm 10 cm

Figura 9.7, Triangulo escaleno.
Fuente: Elaboracion propia (Word,
2024).

Cuadrilateros

Un cuadrildtero es una figura cerrada que se forma con cuatro segmentos de recta, que se interceptan por
pares en cuatro puntos llamados vértices. Dos cuadrilateros muy conocidos y que el calculo de sus dreas
es simple, son el cuadrado y el rectangulo.

Un cuadrado es una figura formada por cuatro lados, todos de igual longitud (/) v angulos rectos. La
formula para determinar su drea es: 4 =2,

Un rectangulo esuna figura plana de cuatro lados en la que cada angulo es un angulo recto. Los lados
opuestos son paralelos y de igual longitud. Dos son llamados bases (b) y los otros dos, alturas (). La
formula para determinar su drea es: 4 =5b -a.

Un paralelogramo es un cuadrilatero que tiene dos pares de lados paralelos entre si.
Propiedades de los cuadrilateros:

+ Las diagonales de un paralelogramo se bisecan entre si.

* Los dngulos consecutivos de un paralelogramo son suplementarios.

* L.os lados opuestos de un paralelogramo son iguales.

¢ Las diagonales de un rectangulo son iguales,
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E_jemplo fofmativu 9.2

En la Figura 9.8, se muestra que el drea de la region sombreada es de
600 cm? M y N son puntos medios de BC y CD respectivamente. Ha-
llar el area del cuadrado ABCD.

Resolucion:

Se trazan las diagonales AC y BD.

M es el punto medio de BC'. 4 D
— . Figura 9.8. Region sombreada
DIT es mediana del ADCB del Giadat,

Fuente: Elaboracion propia

Nes el punto medio de CD. (Word. 2024).

BN es mediana del ADCB.

Figura 9.9. Diagonales del
cuadrado.

Fuenre: Elaboracion propia
(Word, 2024).

El ADCRB se dividi6 en seis triangulos iguales (ver Figura 9.9), esto, de
acuerdo con la propiedad de las medianas; en consecuencia, tienen la mis-
ma area S.

Por otra parte, por ser ADAB = ADCB, en el ADAB, usando la propie-
dad de las medianas DP y BQ, se pueden construir de 1gual forma
seis triangulos con areas iguales como en la Figura 9.10.

Asi, el area sombreada esta formada por ocho triangulos de area S.

85 = 600 Figura 0.10. Triangulos de
. area S.
5= 600 Fuente: Elaboracion propia
8 (Word, 2024).
5= 75

Por lo que cada triangulo tiene un area S =75 cm?.

Dado que el cuadrado ABCD esié formado por 12 tridngulos de drea S = 735 cm? entonces el drea total
es de 900 cm?

Actividad de aprendizaje 9.2
Encontrar el area del cuadrado ABCD si AC = 3. C B

D A

Figura 9.11. Cuadrado 4BCD.
Fuerite: Elaboracion propia
(Word, 2024).
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Trapecios

Un trapecio es un cuadrilatero (figura plana de cuatro lados) con un par de lados paralelos. Los lados
paralelos reciben el nombre de base mayor y base menor. La altura de un trapecio es la medida que separa
sus bases, como se muestra en la Figura 9.12.

Elementos del trapecio:

B: base mayor

b: base menor rgétagnegcirl)o
h: altura
Figura 9.12. Trapecio.
Fuente: Elaboracion propia - :
Trapecio Trapecio
2
e isésceles escaleno

Figura 9.13. Tipos de trapecio.
Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Area de un trapecio

Para un trapecio que tiene bases, B y b, y una altura, 4, la formula para calcular su area es:

A= (B+Zb)h

Propiedades de los trapecios (Figura 9.13)

»  Un trapecio isdsceles es un trapecio cuyos lados no paralelos son de la misma longitud.
» Un trapecio rectangulo tiene dos angulos rectos.

» Un trapecio escaleno tiene los lados no paralelos desiguales.

» Los angulos consecutivos que estan entre las bases de un trapecio son suplementarios.

Ejemplo formativo 9.3

Calcular el drea de la Figura 9.14.

Resolucion:
Primero hay que determinar la longitud de los catetos fal-
tantes en los tridngulos E4B y DCF.
AFAB ADCF
BF?+ AB*= AF* FD*+DC*=FC?
; F?+64=100 FD?+ 36 =100
B F D BF2=100- 64 FD?=100-36
Figura 9.14. Trapecio rectangulo. BF2=~36 FD =64
Fuente: Elaboracién propia (Word, 2024), BF=6 FD=3

Luego, el area total del trapecio ABDC se calcula con la formula:

g [B+2b)f| _ (s+g)<14) —
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Ejemplo formativo 9.4 |

Retomamos la situacion inicial. Supon que vas adquirir un terre-
no y tienes dos opciones de compra como se observa en la Figura
9.15. Ambos terrenos tienen el mismo precio y la misma calidad
de tierra, asi que eliges el mas grande. Para ello, descargas de un
sitio de internet una fotografia aérea que abarca los dos terrenos.
(Como determinas cual es el terreno mds grande si los lados de
cada cuadrado miden 10 m?

4, =

Resolucion: . ( !
Flgura _9.15. Terrenos de areas con
Primeramente, calcula el area 4, que es un rectangulo, figuras irregulares. )
Fuente: Elaboracion propia (Word,
A=b-h=20"40=800 m? 2024).

Ahora, divide el drea 4, en figuras geométricas conocidas,
como se hizo en la Figura 9.16. Luego calcula las areas B, B,,
B,y B, que corresponden al terreno de area A4,

El Area 4, consta de cuatro figuras con 4reas B, B,. B,y B,
B =b-h=10-40=400

: 2010
B, =b_2!1 =5 =100
B,= bz-h _ 0+ 120] (10) _ 150
Figura 9.16. Areas de terrenos divididas en B,=b-h=20-10=200
figuras geométricas conocidas.
Fluente: Elaboracion propia (Word, 2024). A, =400 +100 + 150 + 200 = 850

Dado que A, tiene un area de 800 nr’ y A, un area 850 m?, conviene adquirir el terreno correspondiente
ad,

Actividad de aprendizaje 9.3

Calcula el drea de los siguientes trapecios. En la Figura 9.18 la region enfre las lineas punteadas es un
cuadrado.

1
71lm !
a I
) y :
)
1
1
i - 20 m 10 m
Figura 9.17. Trapecio isoceles da area 4. Figura 9.18. Trapecio de area B.
Fuiente: Elaboracion propia (Word, 2024). Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024 ).

Poligonos regulares

En la Figura 9.19. mostramos poligonos regulares.

O O O O

Tigura 9.19. Poligonos regulares. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).
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La Apotema (a) de un poligono regular es el segmento de linea per-
pendicular trazado desde el centro del poligono a uno de sus lados (ver
Figura 9.20).

Las apotemas de un poligono regular son iguales.

Para calcular el 4rea de un poligono regular se usa la siguiente
formula: P Figura 9.20. Apotema (a)
A= 7413 de un poligono regular.
2 Fuente: Elaboracion pro-

Donde 4 es el area, P el perimetro y a la apotema. DB (WVash 2020,

Ejemplo formativo 8.5

Un hexagono esta inscrito y ofro esta circunscrito a una circunferencia de radio 6 cm, como se muestra
en la Figura 9.21. Determina el area de la regiéon que se encuentra entre los dos hexdgonos.

Resolucion:
El area sombreada 4, es el area del hexagono circunscrito 4_menos ¢l area del hexagono inscrito 4.

A=A — A
Figura 9.21. Hexagono inscrito v otro
circunscrito a una circunferencia.
Fuente: Elaboracion propia (Word,
2024).
Para calcular el drea del hexégono inscrito considera la Fi-
gura 9.22.
La medida del 4ngulo central es 6 = 3% = 60°.
gl L Como el tridngulo es equildtero se tiene /=r =6 cm.
7 La apotema la puedes calcular utilizando el teorema de Pi-
tagoras:
. - " . 2 6 2
Figura 9.22. Hexagono inscrito. 2 v TYRET, e " — 1
Fuente: Elaboracién propia (Word, 2024 ). r=act (2 ; @=att i ¥ 36=a'+9

@=36—9=27; a=v27=V9-3=313

. 3
Entonces, el area del hexdgono inscrito es 4= Pa_(6 6;(3\6) = (36)(23\ 3)

=18(3\3) =543

2
Para el hexagono circunscrito a la circunferencia, los
elementos se muestran en la Figura 9.23. En un hexagono
circunscrito a una circunferencia la apotema es igual al ra-
dio de la circunferencia y se utiliza el teorema de Pitagoras
7 para calcular /.
! ¥ a a=pr= 6
N Jr ; 2 ! t at 2 2 ‘I] ey g'ilj oS
7 P=r+(5] > P-|5) =6 > P-5=36 > =36
Figura 9.23. Hexagono circunscrito. ]= { 4-36 :\E rl'%: 2-6 — 12
Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024). 3 N3 \[3_ \‘3'
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Entonces, ¢l area del hexagono circunscrito es

12
4 =P _(\5 )” _(2)(6) _ 432 _ 26
© 2 2 23 23 V3
Finalmente, el area sombreada es

216
A= —54y3= 31.18

5

El area de la region que se encuentra entra los dos hexagonos es aproximadamente 31.18 cm?.

Actividad formativa 9.4

Jests quiere decorar una pared de 200 cm de ancho y 300 cm

de alto del baiio de su casa, con un azulejo de forma hexagonal 10 cm
como el que se muestra en la Figura 9.24. ; Cudntas piezas ne-

cesifa Jestus para decorar la pared?

Figura 9.24. Hexagono.
Fuente: Elaboracién propia (Word, 2024).

Circuferencia
-

Circunferencia y circulo

La circunferencia es una curva cerrada cuyos pun-
tos estan en el mismo plano y a igual distancia de
otro punto inferior fijo que se llama centro de la
Circunferencia. El circulo es la superficie del plano
limitado por la circunferencia (Figura 9.25).

Elementos principales del circulo:

» Radio. Es el segmento que une el centro de

la circunferencia con un punto cualquiera Figura 9.25, Circulo y circunferencia.
de la misma. Su longitud se denota con la Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).
letra r.

* Diametro. Es una cuerda que pasa por el centro de la circunferencia.

Circuferencia

* Centro. Es el punto interior desde el que se mide la distancia a cual-
quier otro punto de la circunferencia.

+ La longitud de una circunferencia se calcula mediante la formula
[ =2mnr, donde 7 es la longitud de la circunferencia. r es el radio y
Tt es una constante.

« El érea de cualquier circulo se determina mediante la férmula
A = w2, donde 4 es el area del circulo, r es el radio y 7 es una

constante. Figura 9.26. Elementos
principales del circulo.

Fuente: Elaboracion propia
(Word. 2024).

| g2 | Figuras geométricas planas y su érea



Angulos asociados a una circunferencia:

* Angulo central es aquel que esta formado por dos radios. Tos 4ngulos centrales tienen su vértice en
el centro de la circunferencia. -
+ Angulo inscrito es aquel que tiene su vértice en la cir-

cunferencia y sus lados son secantes de la circunferen-
cia.

QR 9.1 Video de angulos
asoclados a una circunte-
rencia

Fuente: Parzibyte 2024,

+ Angulo semiinscrito es aquel que tiene su vértice en
la circunferencia y uno de sus lados es secante y el otro
tangente a la circunferencia.

*  Un sector circular es una porciéon de un circulo comprendida entre dos radios y el arco de cir-
cunferencia que conecta sus extremos. Se puede visualizar como una “rebanada’ de un circulo.

+ Lamedida de un angulo inscrito en la circunferencia es la mitad de la medida del angulo central
que subtiende 1gual arco.

+ Los angulos inscritos que cortan el mismo arco son iguales.

En el cddigo QR 9.1 puedes observar los angulos asociados a la circunferencia.

_ Ejemplo formativo 9.6

' Enla Figura 9.27, 4BCD es un cnadrado de 32 cm de lado, R y S son puntos medios de OC y
‘OB respectivamente, y las figuras de las esquinas del cuadrado son cuartos de circunferencia.
Determina el drea sombreada.

Resolucion:

Para determinar el area sombreada, al drea del cuadrado se le resta el drea del circulo central y la de los
4 cuartos de circulo.

Primero, se calcula la diagonal AC , como se forman dos triangulos rectangulos, se utiliza el teorema
de Pitagoras:
A B

AC=\AD 1 +DC2=322 + 322=2(32)2=32\2 ‘ s

Como R y S son puntos medios de OC vy OB respectivamente, se

tiene que OR = RC y OS = 5B, por lo que el radio de la circun-

ferencia central es igual al radio de los cuartos de circunferencia, el

cudl es igual a <€ . Entonces, para calcular el area sombreada 4, al .

. : ; ; g D C
area del cuadrado 4 se le resta el 4rea de dos circulos 24 . Figura 9.27. Area con forma irree

ST s W s — 9o gular.
A=A, —24,,4, P=32=1024, 24, =21 Fuente: Elaboracion propia (Word,
2024).
Donde:
_AC 32Nz _ &
P 3N2

Luegod, =21 (8\‘5)2 = 256 = 804.25. Por lo que 4, =1024 - 804.25=219.75.

Por lo tanto, el 4rea sombreada es 219.75 cm?
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Ejemplo formativo 9.7

;cudl es el area del sector circular sombreado?

Resolucion:

La formula para calcular el area del sector circular es A, = % e,

donde 6 es el angulo central y r es el radio de la circunferencia.
Para O = <BOA=40°y r=9, el area sombreada 4_es

5] 1
A= WTUQZE 7(9):=0r

Por lo que el area del sector circular sombreado es 97 cm?.

En la Figura 9.28, O es el centro del circulo cuyo radio mide 9 cm. Si <BOA mide 40°,

Figura 0.28. Area de un sector
circular.

Fuente: Elaboracion propia

(Word, 2024).

Actividad formativa 9.5

1. Halla el area del sector circular sombreado cuya cuerda es el lado del
triangulo equilatero inscrito, si el radio de la circunferencia es 2 cm.

2. Determina el area de la zona no sombreada de la figura de la derecha,
si el didmetro del circulo mayor mide 18 cm.

3. Sien la figura de la derecha, ABCD es un cuadrado y el drea del
cuadrado 4’B’C'D’ es 392 cmi?, determina el 4rea sombreada.

°
o3
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& 30E EVALUACION FORMATIVA 9.1

--------------------------------------------

1. Calcula el area sombreada de las siguientes figuras.

a)

4 cm

2. S1 ABCD es un cuadrado cuyo lado mide 6 m, y ademas M es el
punto medio de AD ; calcula el area de la region sombreada.

3. Calcula el area del trapecio isoceles.

b)
4cm 6cm
18 em
B c
6cm
A M D

4, Una cabra estd atada a una esquina exterior de una cabana

rectangular de 6 m de largo v un ancho de 4 m, la cuerda es de
8 m como se muestra en la imagen de la derecha. ;Cual es el area

donde la cabra puede pastar?
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Autoevaluacion y coevaluacion 9.1
AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna la opcidn que mejor refleje tu nivel de desempefio en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 9. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

Desempeno de logro

Buene Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacion favorable para el
aprendizaje con mis comparieros.

Participé activamente con ideas para la toma razona-
da de decisiones.

Contribui colaborativamente en la retroalimentacion
de dudas de mis compaieros.

Resolvi problemas del calculo de areas aplicando
procedimientos algebraicos y propiedades geoméiri-
cas de las figuras. (M2-C1)

Usé la intuicion para calcular el area de figuras
geomeétricas no regulares. (M2-C2)

Deduje propicdades geométricas de las figuras que
facilitan el caleulo del area. (M4-C2)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compaiiero del equipo que marque en la columna la opcidén que mejor describa tu des-
empeiio durante el trabajo colectivo, una vez concluida la progresion de aprendizaje 9, v que responda
con honestidad la evaluacién de cada uno de los criferios que se enlistan a continuacion.

En proceso

Desempeno de logro

Bueno Sobresaliente
Propicio un clima de comunicacion favorable para el
aprendizaje con mis compafieros.

Participo activamente con ideas para la toma razona-
da de decisiones.

Contribuyé colaborativamente en la retroalimenta-
cion de dudas de mis compafieros.

Resolvio problemas del célculo de arcas aplicando
procedimientos algebraicos y propiedades geométri-
cas de las figuras. (M2-C1)

Usé la intuicion para calcular el area de figuras
geomeétricas no regulares. (M2-C2)

Dedujo propiedades geomeétricas de las figuras que
facilitan el calculo del arca. (M4-C2)

Nombre y firma de quien coevalua
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Aplicacion de resultados de la
geometria euclidiana, teorema
del triangulo de Napoleon

Progresién de aprendizaje 10

Revisa el teorema del tridngulo de Napoleon, considerindolo como un problema-meta en el que se aplican resul-
tados de la geometria euclidiana como: Teorema de Pitagoras, criterios de congruencia y semejanza de triangulos,
caracterizaciones de cuadriléteros conciclicos, entre otros.

En proceszo

Metas de aprendizaje de logro

Bueno Sobresaliente

MI-C?2 Observa y obtiene informacién de una !
sitnacion o fenébmeno para establecer estrate-
gias o formas de visualizacion que ayuden a:
entenderlo. i

M4-C2 Argumenta a favor o en contra de afir- |
maciones acerca de situaciones, fenémenos o :
problemas propios de la matematica, de las:
clencias o de su contexto.

M2-C4 Socializa con sus pares, sus conjetu-
ras, descubrimientos o procesos en la solucidn :
de un problema tanto tedrico como de su en- ;.
tomo.

> oiaislriasziais

M3-C4 Organiza los procedimientos emplea-

dos en la solucién de un problema, a traves de
argumentos formales para someterlo a debate .
o0 a evaluacion,

Tia
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| EVALUACION DIAGNOSTICA 10.1

Selecciona la respuesta correcta.

1. El baricentro o punto medio de un triangulo es el punto donde coinciden:
a) Las alwras del triangulo.
b) Las mediatrices del tridngulo.
¢) Las medianas del tridangulo.

[

Sidos triangulos tienen respectivamente iguales todos sus angulos, entonces:
a) Son congruentes o iguales.

b) Son semejantes.

¢) No se puede afirmar que existe una relacion enire ellos.

3. Enunsalon de clases la razon entre el nimero de hombres y mujeres es de dos a tres. Si en el salon
hay 12 hombres, ;cudl es el total de alumnos en el salon?
a) 18 b) 30 c) 36

¢Por qué son impaortantes los triangulos?

En la historia de las matemadticas los tridangulos son muy importantes, yva que son figuras geomeétricas
fundamentales y simples, lo cual es muy util para comprender conceptos matematicos basicos como
proporciones, relaciones angulares y de la geometria euclidiana. También tienen propiedades tnicas,
relevantes y de gran aplicacion en trigonometria y geomeiria analitica.

Por ejemplo, el teorema de Pitdgoras se ha utilizado durante siglos en arquitectura y en el disefo de
estructuras, se ha utilizado en la construccion de edificios y monumentos con formas especificas y me-
didas exactas, ademas de utilizarse en una gran variedad de campos, desde la cartografia y la navegacion
hasta la ingenieria y la fisica.

. Hipotenusa: ¢
Teorema de Pitagoras Cateto: a

(Por qué es util el teorema de Pitdgoras en nuestra vida
cofidiana? Imagina que estas parado frente a un edificio y
quieres saber cuanto mide de alto, pero te es imposible medirlo

directamente. ;Sabias que con el teorema de Pitdgoras puedes Figura 10.1. TriAngulo rectingulo.
lograrlo? Fuente:! Elaboracion propia (Word, 2024).

Cateto: b

El triangulo rectangulo se caracteriza por tener dos lados
menores, conocidos como catefos (para ser mas especifico,
cateto a y cateto b), v un lado, siendo el més largo, que se
denomina hipotenusa que comunmente se representa mediante

la letra ¢, como se muestra en la Figura 10.1. Ademas, se forma 4
un angulo recto de 90° entre los catetos.
El teorema surge de la relacion entre los lados de un tridn- i 4

gulo rectangulo, por lo que, mediante este, teorema se puede
calcular la medida de uno de sus lados conociendo las de los
otros dos.

Entonces podemos decir que: “En todo triangulo rectangu- 2 ¥
lo, Ia suma de las longitudes de los cuadrados de los catetos
es igual al cuadrade de la longitud de la hipotenusa”. En len- 3
guaje ,m_atemétlco se representa como 2= @* + b*y de forma  pigyry 102, Representacion geométrica del
geométrica en la Figura 10.2. teorama de Pitagoras.

Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).
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Ejemplo formativo 10.1

Encuentra el valor de la hipotenusa en el tridngulo rectangulo de la Figura 10 3.

Resolucion:
A=a+ b
2= (2002 + (25)2
b=25 c? =400 + 625
Figura 10.3. Tridgngulo rectangulo con c= 1025
valor de la hipotenusa desconocido.
Fuenie: Elaboracion propia (Word, c=V25-41
2024).
c = 5v41

Por lo tanto, la hipotenusa mide 5v41 unidades.

1. ;Como queda la formula ¢2=a? + b2 si el valor que se desconoce es a?

2. ;Coémo queda la formula ¢ =a* + b2, siel valor que se desconoce es b7

El teorema de Pitagoras, se puede utilizar para determinar las longitudes de cada uno de los lados de
un tridngulo rectdngulo siempre y cuando, se conozca al menos el valor de dos de los lados de la Figura
10.4, para poder calcular el tercero. Otra de sus aplicaciones de gran utilidad, es el calculo de distancias

desconocidas.
= c =80
N ?& o ‘
b=?

b =45
Figura 10.4. Triangulos rectangulos con el valor de un cateto desconocido.
Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

~ Ejemplo formativo 10.2

Se quiere colocar un cable como se muestra en la Figura 10.5, desde la cima de una torre que mide
10 metros de altura hasta un punte situado a 40 metros de la base de la torre, jcuanto debe medir el
cable?

Resolucion: @+ b=
Cs 2 = Y,

Altura O Altura de la torre: 10 m (10)* + (40 =¢?
10 : 5 100 + 1600 =c?

tm Distancia a la torre: 40 m 1700 = ¢
i S— 4d2 4 e Longitud del cable: ? 1700 = ¢

igura . Distancia de un punto fijo a la pun-

ta de la torre. N100 - 17 =¢
Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024). 1017 =¢

El cable debe medir 10817 metros.
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Actividad formativa 10.1

La carretera internacional México 15, es perpendicular a la carretera cero como se muestra en la Fi-
gura 10.6. El empaque VITANOVA-Fresh Produce, tiene su acceso de entrada de insumos y salida de
produccion, sobre la carretera cero (punto 1); misma que esta en reparacion, motivo por el cual no
pueden circular camiones de carga. Para no detener su produccion, los propietarios del empaque han
optado por habilitar un camino que llegue a la carretera internacional (punte 2), pero necesitan calcular
los costos de habilitar este camino.

;Como calcularias la distancia del punto, correspondiente a la salida de produccion empaque VI7T4-
NOVA—Fresh Produce. al punto 2 para ingresar a la carretera internacional México 157 Ademds, si por
cada km lineal una maquina cobra $12,000.00 por limpiar el camino, ;cual sera el costo de habilitarlo?

O This map was created by a user e fom 1o comate s csn ® e Ee o Prodlweo
4 km
Volkart
2 km San Javier
SL Agricola

Tiendas .‘SK°

Mariscos “El Chi nrhnl'l'n"@

Secundaria
Ag:olffulfuiz 5 T :
ortinez ; i
“LAS QUINTAS” Cortinez dos °".ﬁn,v5
SALON DE EVENTOS Cuy,
+ El Placer Q‘\'j\ erv e In Ampliacion Tod,
- G g My Maps El Campe

Figura 10.6. Ubicacion del empaque VITANOVA — Fresh produce.
Fuente: Google Maps. 2024

Criterios de congruencia

La congruencia de objetos matematicos, es importante para la solucion de problemas en contextos muy
variados como ingenieria, aerondutica, construccién, arquitectura, disefio de autopartes, mecatronica
etc., y en estos casos se aplican triangulos que permiten comparar y relacionar.

En geometria, el término congruencia se emplea para decir que dos figuras son iguales.

Dos tridngulos son congruentes. si sus dngulos v lados correspondientes coinciden exactamente al
acomodarlos uno sobre otro, o sea, son exactamente iguales. Es posible determinar si dos triangulos son
congruentes, sin medir sus lados o sus dngulos y sin sobreponer uno sobre otro. Para ello, se utilizan los
criterios de congruencia.

Primer criterio de congruencia. Lado-Angulo-Lado (LAL). Dos triangulos son congruentes, si
dos de sus lados y el angulo comprendido entre ellos son iguales en ambos triangulos.

A D

AABC = ADEF por LAL

F
¢ B E

Figura 10.7. Criterio de Congruencia Lado-Angulo-Lado.
Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).
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Interpretacion. En la Figura10.7,si AB = DE , /B = Z/Ey BC = EF , autométicamente se cumple
que: AC =DF f4=/Dy AC=.F .

Segundo criterio de congruencia. Angulo-Lado-Angulo (ALA). Dos tridngulos son congruentes. si
un lado y los dos angulos adyacentes a ese lado son iguales en ambos triangulos.

4 D
/b\,>\ /A\ A4BC = ADEF por ALA
c B F E

Figura 10.8. Criterio de Congruencia Angulo-Lado-Angulo.
Fuenie. Elaboracion propia (Word, 2024).

Interpretacion. En la Figura 10.8, 51 /4= /D, AB = DE y /B = /F, automéaticamente se cumple
que: AC =DF ,/C=/FyBC =EF.

Aplicando la propiedad del tercer angulo, y el criterio AL A, se puede establecer otro criterio de con-
gruencia.

Tercer criterio de congruencia. Dos triangulos son congruentes, si dos angulos y el lado no
comprendido entre ellos son iguales en ambos triangulos.

= Z
B ¥
ABAC = AYXZ por AAL o LAA
A X

Figura 10.9. Criterio de Congruencia Angulo-Angulo-Lado.
Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Interpretacion. En la Figura 10.9, si £C= /Z, /B= /Yy BA =YX , automaticamente se cumple
que: L4 =/X, AC=XZ yCB =ZY .

B E
f 5_& A AABC = ADEFpor LIL
A ¢ D F

Figura 10.10. Criterio de Congruencia Lado-Lado-Lado.
Fuenie: Elaboracion propia (Word, 2024).

Cuarto criterio de congruencia. Lado-Lado-Lado (LLL). Dos triingulos son congruentes si tienen
sus tres lados respectivamente iguales.

Interpretacion. En la Figura 10.10, si, AB = DE, BC = EF y CA = FD , automaticamente se cum-
pleque: Z4= /D, /B, = /Ey /C= /F.
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Actividad formativa 10.2

escribe tus conclusiones.

Semejanza de tnangulos

Para reforzar el tema, observa el video del cédigo QR 10.1 y

QR 10.1. Video sobre los
criterios de Congrencia
de triangulos.

Fuente: Parzibyte, 2024.

Se dice que el padre de la geometria, Tales de Mileto (625-547 a.C.) calculo la altura de la columna de un
templo sin necesidad de instrumentos especiales, simplemente comparando la longitud de la sombra de
su baston con la de la columna y aplicando la semejanza de triangulos. Con el mismo método, consiguid
medir la altura de la Gran Pirdmide de Egiptoy asi impresionar al faraon. A continuacion, se explican los

diferentes criterios de semejanza que exislen:

A

) Yo

& B’

¢ B

Figura 10.11. Criterio de semejanza Lado-Lado-Lado.
Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

4 A’
c B

Figura 10.12. Criterio de semejanza Lado-Angulo-Lan
do

Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

P
Figura 10.13. Criterio de semejanza Angulo-Angulo.
Furente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Primer criterio de semejanza. Lado-Lado-Lado
(LLL). En la Figura 10.11, si las medidas de los lados
homélogos de dos triangulos son proporcionales, en-

tonces los triangulos son semejantes.

_BC Ci 4B
Sip =4 " 4B

entonces AABC~A4 "B C”’

Segundo criterio de semejanza. Lado-Angu-
lo-Lado (LAL). Dos tridngulos como los de la Figura
10.12 son semejantes, si un dngulo de un triangulo es
congruente a un angulo del otro tridngulo, v los lados
que forman estos angulos son proporcionales entre si.

AC BC

Si 1C B C y<=Cz=<(C'entonces AABC~A4'B' C

Tercer criterio de semejanza. Angulo Angulo
(AA). Dos triangulos como los de la Figura 10.13 son
semejantes. si dos angulos de un tridngulo son iguales a
dos angulos correspondientes del otro tridngulo.

Si<Az=z<A4 ' y=Cz=<C’entonces AABC~AA4"'B ' C’

La semejanza de triangulos, es atil para calcular dis-
tancias y alturas que son dificiles de medir de forma
directa. para ello, primero hay que verificar que dos
tridngulos son semejantes si sus dngulos respectivos
son iguales vy sus lados homologos son proporcionales.
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_Ejemplo formativo 10.3

El edificio de tu escuela proyecta una sombra de 9 metros cuando un estudiante de 1.78 metros proyecta
una sombra de 1.85 metros. Reflexiona si puedes calcular la altura del edificio de la Figura 10.14.

Resolucion:

Longitud de la sombra del edificio: 9 m
Longitud de la sombra del estudiante: 1.85 m
Altura del estudiante: 1.78 m

Altura del edificio: x

Observa que en la Figura 10.14 se forman dos tridngulos rectdngulos. Lue-
3. —_ go, por el criterio LAL de semejanza de triangulos, dichos triangulos son
semejantes, por lo que

I 9 185
Figura. 10.14. Calculo de la < 178
alturad.e un edificio. o ©)(178) = (1.85) (%)
Fuente: Fotografia, Asia Ce- 16.02=(1.85
cilia Carrasco Valenzuela. . (1.85) (x)

16.02
185 *
X = 8.60

Por lo tanto, el edificio tiene una altura aproximada de 8.66 m.

Actividad formativa 10.3

Calcula la altura de un arbol que proyecta una sombra de 8 metros. Se sabe que, en el mismo
plano, una barra vertical que mide 2 metros de altura proyecta una sombra de 1.5 mefros.

Teorema de Tales

Tales de Mileto (624 a. C.) fue un filésofo, matematico, geometra, fisico y le-
gislador griego. Se le atribuyen varios descubrimientos matemaéticos, tal como
una muy conocida leyenda acerca de un método de comparacion de sombras
que Tales habria utilizado para medir la altura de las piramides egipcias.

Teorema de Tales. Si en un tridngulo se traza una linea paralela a uno de sus
lados, esta linea divide a los otros dos lados en segmentos proporcionales.

Actividad formativa 10.4 Figura 10.15. Tales de Mile-
I : . ) to. Fuente: Tlustracion de la
Demostracion del teorema de Tales. A partir del uso del software de geometria  obra de Ernst Wallis, 1877.

dinamica GeoGebra, podemos comprobar el teorema de Tales.

1. Accede al documento desde el QR 10.2 para que realices
la actividad paso a paso. Una vez terminada, responde lo

siguiente:

QR 10.2. Complemento
de la actividad formativa
10.4.

Fuente: Parzibyte, 2024.

a) (Por qué consideras que los ftridangulos son
semejantes?
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b) (Qué puedes observar?

Triangulo de Napoleon

En una de las multiples cartas de correspondencia que se conservan
del emperador Napoledén Bonaparte, se puede leer lo siguiente: “El
progreso y la perfeccion de las matematicas estan intimamente
ligadas a la prosperidad del estado”. Y es que, paralelamente a su
fama como general y estratega militar, parece ser que Bonaparte po-
seia un gran don para las matematicas y, especialmente, para la geo-
metria. Es esta gran reputacion la que explica que exista un teorema
matematico bajo su nombre: el Teorema de Napoleon, el cual se puede
enunciar de la siguiente manera: “si sobre los lados de un triangulo
ABC, en el exterior de este, se construyen los triangulos equilateros
ABZ, BCXy CAY entonces los centros de estos tridAngulos son los vér-
tices de un tridngulo equildtero.”

Z

Figura 10.16. Triangulo de Napoleon.
Fuente: Elaboracion propia (Word,
2024),

En geometria, el teorema de Napoleon es un resultado sobre tridngulos equilateros; se le atribuye a Na-
poleon Bonaparte (1769-1821), si bien no hay pruebas tangibles de que sea el verdadero autor. Aparece
publicado en el calendario The Ladies’ Diary de 1825, es decir cuatro afios después su muerte (Wikipedia,
2024). Otras fuentes sefialan que el autor fue Lorenzo Mascheroni, matematico italiano, que conocia de
la pasion de Napoleon por la Geometria y le dedica su libro Geometria del Compasso (1797), la confusion

hizo que se le atribuyera el teorema y su demostracion a Napoleon.

@ 30[@ EVALUACION FORMATIVA 10.1

Construccion del triangulo de Napoledén. Descarga el do-
cumento a través del cadigo QR 10.3 para que construyas
el tridngulo de Napoleon utilizando el sofiware GeoGebra.
Una vez realizada la construccion, responde lo siguiente y
realiza la demostracién para cada caso donde sea posible.

QR 10.3. Complemento
de la actividad formativa
10.1.

Fuente: Parzibyte, 2024,

l. (Qué caracteristicas tiene el triangulo de Napoleon?

2

diferentes? JPor que?

(El triangulo original 4BC y el triangulo GHI que se formoé son congruentes, semejantes o

3. (El triangulo de Napoleén GHI v los triangulos equildteros construidos en cada uno de los lados

del triAngulo 4 BC son congruentes, semejantes o diferentes?

(Por que?

4. Ahora, traza un segmento desde el vértice B hasta el vértice D y un segmento desde el vértice C al
vértice E. ;Qué se puede decir sobre los tridngulos ABD y AEC que acabas de formar?

(Por que?

SNBSS SR AE S LA S A SRS SRS RS SRS IS NSRS SRR S AR NS ARERE AR
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Autoevaluacion y coevaluacion 10.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Plantel: Grupc: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcidn que mejor refleje tu nivel de desempeiio en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 10. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

de logro Bueno Sobresaliente

Desempeiio

Propicié un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con mis
companeros.

Participé activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente en la retroalimentacion de dudas de mis com-
paneros.

Distingui los elementos que caracterizan y diferencian los criterios de con-
gruencia de triangulos. (M1-C2)

Elabore argumentos claros, que me permiten diferenciar entre la congruencia
v la semejanza de triangulos. (M4-C2)

Expliqué mis ideas sobre la construccion del triangulo de Napoleon, de ma-
nera clara y logica, asegurando que mis compaiieros entiendan mi punto de
vista. (M2-C4)

Organice los pasos para la construccion del triangulo de Napoleon de manera
clara y coherente, facilitando la comprension del proceso. (M3-C4)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compafiero del equipo, que marque en |a columna la opcion que mejor describa tu
desempefio durante el rabajo colectivo, una vez concluida la progresion de aprendizaje 10, y que
responda con honestidad la evalvacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

Bueno Sobresaliente
de logro

Desempeiio
Propicié un clima de commnicacion tavorable para el aprendizaje con mis
companeros.
Participo activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribuyo colaborativamente en la retroalimentacion de dudas de mis com-
pafieros.

Distinguio los elementos que caracterizan y diferencian los criterios de con-
gruencia de triangulos. (M1-C2)

Elaboro argumentos claros, que me permiten diferenciar entre |a congmencia
v la semejanza de triangulos. (M4-C2)

Explico mis ideas sobre la construccion del triangulo de Napoleon, de ma-
nera clara y logica, asegurando que mis companeros entiendan mi punto de
vista. (M2-C4)

Organizo los pasos para la construecion del triangulo de Napoleon de manera
clara y coherente, facilitando la comprension del proceso. (M3-C4)

Nombre y firma de quien coevalia
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Elementos basicos de

geometria analitica e SR

Progresion de aprendizaje 171

Emplea un sistema de coordenadas v algunos elementos basicos de geometria analitica, como la distancia entre
dos puntos en el plano, para calcular areas de figuras geométricas basicas y compara estos resultados con los

calculos obtenidos, empleando principios basicos de geometria sintética.

En proceso

Metas de aprendizaje de logro

Bueno Sobresaliente

M2-C1 Analiza los resultados obtenidos al !
aplicar procedimientos algoritmicos propios :
del Pensamiento Matematico, en la resohicion :.
de problematicas tedricas y de su contexto.

MI-C3 Selecciona un modelo matematico !
por la pertinencia de sus variables vy relacio- :-
nes para explicar una situacion, fenébmeno o !
resolver un problema tanto teérico como de
su contexto.

-";-n;o;:»”ﬁ;o;t»

| EVALUACION DIAGNOSTICA 11.1

1. a)Marca los puntos A(2, 3), B(5, 7) y C(8, 3) en el plano cartesiano de la Figura 11.1.

b) Une los puntos. Yoh
c) Calcula el area de la figura que se forma. 8

7

6

5

4

3

2

1

0

123456789,

Figura 11.1. Plano cartesiano.

Fuente: Elaboracion propia (GeoGe-
bra, 2024).
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2. a) Marca los puntos A(2, 4), B(6, 6) y C(7, 1) en el plano v
cartesiano de la Figura 11.2.

-
|

b) Une los puntos.

¢) Calcula el area de la figura que se forma.

3. ;Qué dificultades enfrentaste para calcular el drea de la
figura formada en el ejercicio 2?

Lol 5 R UL R LS = T < R e

[

| L

0l 1234567809,
Figura 11.2. Plano cartesiano.

Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra,
2024).

Uu arquitecto estd encargado de disefiar un nuevo parque en tu ciudad. Para esto, necesita crear un
plano que incluya figuras geométricas basicas como triangulos, rectangulos y circulos. Este plano
arquitectonico, serd usado para calcular dreas y distancias entre diferentes puntos clave del parque. ase-
gurando asi una correcta disiribucion de los espacios recreativos y dreas verdes.

Un estudiante de bachillerato ve al arquitecto y a un ingeniero comentando sobre el plano, y les dice
que el centro de la fuente, una esquina de la cancha de basquetbol y el punto donde inician los baiios
forman un tridngulo. Luego, les pregunta, ;como le hacen para calcular su area?

El ingeniero, con base a su experiencia, le responde que hay diversos métodos para calcular su area,
unos mds complejos que otros, usando métodos de la geometria sintética o de la geometria analitica.

Usando métodos tradicionales de la geometria sintética:

1. Enelcaso de que te sea facil conocer las dimensiones de la base y de la altura del triangulo, puedes
usar la formula, 4 = 9-:,—’{ ;

2. Oftra opcion es medir de forma directa la longitud de sus tres lados (a, b y c), luego, usa
la formula de Herén para calcular el area del triangulo: 4 = N5 (s — @) (s — b) (s — c), donde
5 =a%b%C o5 ] semiperimetro del tridngulo.

3. Y una tercera opcion es, dibujar el triangulo ABC en el plano argquitectonico y, con un escalimetro,
medir la longitud de sus lados y luego, usar la formula de Herén.

Usando métodos de 1a geometria analitica:

1. Coloca el triangulo en un sistema de coordenadas rectangulares y marca sus vértices con los
puntos A(x,, v,), Blx;, ¥,) ¥ Clxs, 33). Luego, si con solo observar el triangulo puedes determinar
las dimensiones de la base y de la altura, vsa la formula, 4 = b °h

2. Unsegundo método es, si después de ubicar los puntos A(,rl._vlj‘ B(x,,v,) ¥ C(x,, v,) en un sistema
de coordenadas rectangulares, no te es posible determinar por observacion directa la longitud de la
base y de la altura, entonces utiliza la siguiente formula del area de Gauss para determinar el area
de un triangulo: i

4= o | x (=)t 2, (ys—y) T x5 (- ) |

3. Un tercer meétodo es, calcular la distancia entre cada par de vértices mediante la formula

d= \!'(rq x,)? + (y ; luego, usa la férmula 4 = \s (s — a) (s — b) (s — ¢), donde s es el
semlperm:letro del tnangulo
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4. Un cuarto método, que puedes aplicar despues de marcar los vértices del triangulo con los puntos
A(xy,y1), B(x,,3,) ¥ C(x;, 3,), es elegir cual lado consideras como la base, por ejemplo, el segmento
AB | luego, calcula su longitud mediante la formula d ;. = V(x, — x)* + (v, — 1)) PgstJreri\(i Ipente,
calcula la altura mediante },a. };(’)rmula de la distancia de un punto a una recta d= % Por
ultimo, usa la formula 4 ==—-.

A lo que responde el joven, que le interesa saber como aplican los procedimientos de la
geometria analitica para calcular el drea de un triangulo, entonces el ingeniero le propone que lo
hagan juntos; primero, para un triangulo que tiene como coordenadas de sus vértices los puntos
A(2,3).B(5,7)y C(8, 3) v después, para uno cuyas coordenadas sean los puntos 4(2, 4), B(6. 6)

y C(7, 1).
: : Vg
Ejemplo formativo 11.1
3
Determina el 4rea del tridngulo que tiene como vértices los pun- . B
tos 4(2, 3), B(5,7) y C(8, 3). 5
N
iz 5 /| N\,
Resolucion: 1/ N
Paso 1. Ubica los puntos A4(2, 3), B(5, 7) y C(8, 3) en el plano T 15[
cartesiano de la Figura 11.3 y tinelos. z 1 C
Paso 2. Verifica si por observacion directa es posible determi- 1
nar la longitud de la base y de la altura. >
0l 123456 7809,
Por observacion directa de la Figura 11.4, la longitud de la base Figura I1.3. Triangulo 45C.
AC es seis unidades (u) y de su altura BD es cuatro unidades. & gjg{‘?: Elaboracién propia (GeoGebra,
Nota que el punto medio entre 4 v Ces D. e
VoA
" beh
Paso 3. Usa la formula, 4 = = 8
6-4 ; v '
A="=12 4 Y
2 5 Z 1K
b N
4 A | I\
Por lo tanto, el drea del tridangulo 4BC es 12 u2, 3 [1
4 D C
2
1
o 1234567809,
Figura 11.4. Tridngulo ABC.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra,
2024).
Para calcular el drea de un tridngulo como el que se v A B(x,,3,)

muesira en la Figura 11.5, en el que por observacion directa

no es posible determinar la longitud de la base ni de la altu- Al 30
ra, usa la formula: : 1=3“1/
1

A=71x0n-1) T %05 1) T 20— 1) o

“y

Clxy, v3)
Figura 11.5. Triangulo 4RC.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024),

m
o
=
4
E
a
@
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Ejemplo formativo 11.2

1. Determina el 4area del tridngulo que tiene como vertices los puntos 4(2, 4), B(6,6)y C(7, 1).

Resolucion:
Paso 1. Ubica los puntos 4(2, 4), B(6, 6) y C(7, 1). en el plano Yok
cartesiano de la Figura 11.6 y tinelos. 8
Paso 2. Por observacion directa no es posible determinar la lon- 7 B
gitud de la base y de la altura. En este caso, vusa la formula: 6
. \
= x(yq_—vs}er,(y}—v}+x3|.‘v1—v2)|. ;1 A<\_ \
doncle*:l—_.}y1 4,x,=6,y,=6,x,=7,y,= L. ) \\L\ \
=—,— 206-1)+6(1-4)+7(@4-6)| 1 =
1 >
A_T 2(5)+6(=3)+7(-2)] of 1234567809,
9 | 101814 | Figura 11.6. Triangulo ABC.
i Fuente: Elaboracié ia (GeoGebra,
A= f _.99 | 3353 f oracion propia (GeoGebra
dA=522
A4=11
De donde, el drea del tridingulo 4ABC es 11 u*
L §
Actividad formativa 11.1
1. Un agricultor posee un terreno con vértices en
A(1, 3), B(3, -2), C(-4, -3) y D(-3, 1). Ubica
los vértices del terreno en el plano de la Figura 5 .
X

11.7. El agricultor necesita dividirlo en dos
triangulos con 4reas lo mas iguales posible para
optimizar el uso del espacio para diferentes
cultives. ;/Cual es el area de cada tridngulo?

Figura 11.7. Plano cartesiano.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra. 2024).

A continuacion (ver Figura 11.8), usa la formula de
la distancia entre dos puntes, por ejemplo, la distan-
ciade A(x, , y,) a B(x, , y,) mediante

/s =0, —x)2+ (0, — )’

para calcular la longitud de los tres lados del tridn-
gulo vy asi, obtener su édrea con la férmula

a4. = 'JS (S _dfiﬂ) (S = dBC) (S _dCA)‘

donde:

Clxy.v)

_ dptdyetdg,
- 2 Figura 11.8. Distancia entre dos vértices de un triangulo.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).
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Ejemplo formativo 11.3

Determina el area del triangulo que tiene como vértices los puntos 4(2, 4), B(6, 6) y C(7, 1), usando la
distancia entre dos puntos para determinar la distancia entre cada par de vértices.

Resolucion:

Coordenada de los vértices: 4(2, 4), B(6, 6) y C(7, 1).

Distancia del vertice 4 al vértice B. Distancia del vértice B al vértice C.
x=2,y=4x,=6,,—6 =6,y =6x,=7,y,=1
d =N, —x,)2 + (3, =y, P dpe=Vx, —2,)>+ (1, — ¥}
dyy=V(6-2P+(6-4y dye=NT—6) + (1-6)
dyy =Ny + 2y dye="1 + (= 5)
d,y,=V16+4 dpe="1+25
d,,=\20 dye=26
dgz=V4-5 dy=5.099
dy=2\5
dp=4.472 La distancia de B a C es aproximadamente

5.099 u.

La distancia de 4 a B es aproximadamente
4472 u.

Distancia del vertice C al vértice A.
x=Ty=Lx,=2,y,=4
dey= VI(xz —x P+ (o~ F
de,=V2-TF +(@ -1
dey= V5P ey

d,,=V25+9
d., =34
dy=5851

La distancia de C a 4 es aproximadamente 5.831 u.

; ; r dptdyetdey
Para calcular el area, usa la formula 4 =\s (s —d g) (s —dg) (s —d,) , donde s=—"—75 — .

s

d,+dytd.,  2V5+\26+34

= 7.701
Luego

A=NT.701(7.701-4.472) (7.701-5.099)(7.701—- 5.831)
A=10.9997

Por lo tanto, el drea del triangulo 4BC es aproximadamente 11 uZ.

m
[+
=
B
-
(2]
@

| 110 | Blementos basicos de geometria analitic:



Actividad formativa 11.2

1. Calcula el area de la figura que se forma al unir en el
plano de la Figura 11.9 los puntos 4(0, -2), B(2, 0),
C(-0.5, 2.5). D(2, 5), E(—4, 2). F(-5, -2) ¥y
G(- 2.5, 0.5).

2. Usa la distancia entre dos puntos para determinar la
longitud de los lados del tridngulo que se forma en la
Figura 11.10 por los puntos

4(0,0), B[-3,-Y), C(-4.5,4.5)

y, calcula su area.

3. Calcula el area del rectangulo que se muestra en la

Figura 11.9. Plano cartesiano.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

YA

Figura 11.10. Plano cartesiano.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra. 2024).

VA
17733
pi-unih [ AT\
L1 \
\ 0 \ "tr
B3
Cl-83.13)

Figura 11.11. Plano cartesiano.
Fuiente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

4 (x, ») Figura 11.11.
i - | Av,+ By +C| Otra forma para calcular el drea de un tridngulo
/ A& A7+ g2 como el de la Figura 11.12, es usar la formula de la
‘ N 5 distancia entre dos puntos para determinar la longitud

de la base CB. d., = Vix, —x;)* + (v, —»,¢ ¥ luego,
calcular la distancia del punto A(x,, y,) ala recta
Ax+ By + C =0 mediante la formula

¢, + By, +
B(x, y) g _l4x+Bn+C|
, 2 Ar A2+ B?
Figura 11.12. Distancia del punto A(x;, )1) a la recta . . )
Ax+Bv+C. Luego. calcular el drea mediante la formula
- 10 ‘opia | 202
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024). i dg-d,
- 3
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Ejemplo formativo 11.4

Dado el triangulo con vértices 4(-1, 1), B(6, 2) y (1, 5) como se muestra en la Figura 11.13:
a) Calcula la distancia del punto 4 al punto B.

b) Calcula la distancia del punto C a la recta que pasa por los puntos 4 y B.

¢) Determina el area del tridangulo ABC.

Resolucion:
a) Calcula la distancia del punto A al punto B.
dp=Y6—(-1)+(2— (1) =49 +9 =158

La distancia del punto A al punto Besd = V58 u.

b) Calcula la distancia del punto C a la recta que pasa por los puntos 4 y B. Necesitas la ecuacion de
la recta que pasa por los puntos A(—1, —1) y B(6, 2), que es de la forma y — y,=m (x —x,), donde
x, =—1yy,=—1. Ademds, m es la pendiente de la recta y se obtiene mediante

Vimn _2-(-1) _3

?”:—xl_xl = 6—(-1) —T.

Sustituyendo m = 3/7, x, =-1y y,=—1 en y — v~ m(x —x,), obtienes:
3
y= (D=3 - (1)
i
y+1= =1 (x+1)

Ty+7=3x+3
ignalando a cero: 0=3x-Ty-4

La ecuacion de la recta que pasa por los puntos 4 y B es: 3x — 7y —4 = 0 en su forma general

AX+BY+C=0.

Ahora, calcula la distancia C(1, 5) a larecta 3x — 7y —4=0.

_ 3 | 4x,+ By, + C|
Sustituyendox,=1,1,=5,4=3,B=-T7yC=—4end,= e
¥ = [31) +(=7)(5) + (4) |
o V32 + (7Y VoA
&
g 13+ -4] 51 C
& T No+490 4+
3 / ‘\ \\\
[3-35-4] 5 \
o= 5 A bt B
[l e R
d_l—36| Yo 2 34 5 6 =
o~ 58 ATT
Figura 11.13. Distancia del punto C a
oy 36 la recta que pasa por los puntos 4 y B.
do‘ V58 Fuente: Elaboracion propia (GeoGe-
bra. 2024).

m
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La distancia del punto C a la recta que pasa por los puntos 4 y B es d,.,= 3%_ .
c) Determina el drea del tridngulo ABC.

(5535
A= iaﬁ.dfr:: ¢§§-::§§_: 18
2 2 2

Por lo tanto, el drea del tridngulo ABC es 18 1.

Actividad formativa 11.3
1. Dado el tridngulo con vértices A(—1. 5). B(-7.3) v C(5. 1).

a) Calcula la distancia del punto B al punto C.

b) Calcula la distancia del punto 4 a la recta que pasa por los puntos B y C.

c) Determina el area del triangulo 4BC.

3. Calcula el area del trapecio MIVOP con vértices M(—5. 5). M3. 7). O(8. 3) y P(-8.—1).

2. Calcula el area del paralelogramo PORS con vértices P (—2,—1), O(2, 1), R(3, 4) v S(— 1, 2).

QG’ﬁ]E\ EVALUACION FORMATIVA 11.1

------------- L L L L L T T LT S L T L L T T T T T LT T T T T

1. Calcula el area del paralelogramo 4BCD cuyos vértices son A(1, 1). B(4, 2), C(5,5) v D(2,4

}.

2. Calcula el 4rea del paralelogramo MNOP cuyos vértices son M(—13, 11), M—1, 3), O(-9, 1) y

P(-15, 5).

3. Reto matematico.

a) A partir del segmento 4B con extremos A(—4. 1) y B(4.—3). determina las coordenadas del

vertice C del tridangulo equilatero ABC.
b) Calcula el area del tridangulo 4BC.
¢} Determina las coordenadas del punto medio de cada lado del tridangulo ABC.

d) Calcula el area del triangulo cuyos vertices son los puntos medios del tridngulo ABC.
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Autoevaluacion y coevaluacion 11.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcidén que mejor refleje  nivel de desempeifio en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 11. Responde con honestidad, a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacién.

En proceso

Desempeno de log1o

Bueno  Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis comparfieros.

Participe activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente en la retroalimentacion de dudas de mis
compaileros.

Analicé criticamente la aplicacion de la distancia entre dos puntos en
el calculo de areas. (M2-Cl1)

Elegi el modelo matemaético adecuado para calcular el drea de figuras
geométricas. (M1-C3)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compafiero del equipo que marque en la columna, la opcion que mejor describa tu des-
empeilo durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 11y que responda con honesti-
dad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion,

En proceso

Desempeno de logro

Bueno  Sobresaliente

Propicio un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis compafieros.

Particip6 activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribuy6 colaborativamente en la retroalimentacion de dudas de
mis compaferos.

Analizo criticamente el uso de la distancia entre dos puntos en el
calculo de areas. (M2-Cl).

Eligio el modelo matematico adecuado para calcular el area de figu-
ras geométricas (M1-C3).

Nombre y firma de quien coevalfia
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Resolucion de problemas
aplicando funciones lineales,
cuadraticas y polinomiales

Problema Problema matematico

{Lenguaje natural) (Lenguaje matematico)
Resultado Resultado
centextualizado matematico

Progresion de aprendizaje 12

Modela situaciones y resuelve problemas significativos para el estudiantado, tanto de manera algebraica como

geometrica, al aplicar propiedades basicas de funciones lineales, cuadraticas y polinomiales.

Metas de aprendizaje Fa1 procesa Bueno Sobresaliente
de logro
M2-C3 Construye un modelo matematico, | A i i
identificando las variables de Inferés, Com 1A i i
finalidad de explicar una situacion o fend-:C ! : ]
meno y/o resolver un problema tanfo fedrico j= i
como de su entorno, H:
| EVALUACION DIAGNOSTICA 12.1
Lee cada pregunta y selecciona la respuesta correcta.
1. ;Cuéles el resultado de la siguiente operacion 5— (2 + 3)?
a) 0 b) 1 c)2 d)3
2. (Cuéles el resultado de simplificar: 2x +3x — 5x + 42> —2x7 + x ?
a) 2x2 4+ 2x b) 2x2+ 4x c) 2x2+ 6x d) 2x2+ x

3. (Cuél es el resultado de factorizar la siguiente expresién x>+ 5x +6 ?
a) (x+2) (x —3) b)(x+1)(x+6) c)(x+3)(x+2)

4. ;Cuéles la solucion de la siguiente ecuacion 2x — 9 =11 — 3x?
ajr=1 b)x=2 c)x=3

5. ¢(En qué cuadrante del plano cartesiano se encuentra el punto ( -2, —3)?
a) Primero b) Segundo ¢) Tercero

6. (Cuédl es la pendiente de la recta que pasa por los puntos (1, 2) v (3, 4)7
a) 0 b) 1 c) 2

d)(x+4)(x+1)

dyx=4

d) Cuarto

d) 3

Pensamiento Matematicoll | 115 |



Planificacion del presupuesto para combustible

Problema (lenguaje natural). Carlos es un repartidor, que necesita planificar su presupuesto semanal
para combustible. Sabe que su vehiculo consume en promedio, ocho litros de gasolina por cada 100 kilo-
metros recorridos. Cada semana, Carlos recorre una distancia total variable, dependiendo de la cantidad
de entregas que tenga. Esta semana estima que recorrera d kilometros y quiere calcular cuantos litros de
gasolina necesitara y el costo asociado, sabiendo que el precio del litro de gasolina es de $22.00.

Matemarizar. Para resolver este problema, Carlos decide modelarlo matematicamente. Sabe que ne-
cesita calcular la cantidad de gasolina G necesaria, en funcion de la distancia d recorrida. Utilizando la
relacion de consumo de combustible (ocho litros por cada 100 kilometros), la funcion matematica que
representa este problema es:

G (d)=0.084

Resolver. Ahora, Carlos puede usar esta funcion para calcular los litros de gasolina necesarios. Su-

pongamos que esta semana estima que recorrerd 250 kilémetros. Sustituyendo este valor en la funcion:
G (250) = 0.08(250)
G (250) =20

Para calcular el costo total de la gasolina, Carlos multiplica la cantidad de litros necesarios por el
precio de un litro:

Costo =G (250)x22
Costo =20x22
Costo =440

Interpreiar. El resultado matematico, indica que Carlos necesita 20 litros de gasolina y que esto le
costara $440.00 para recorrer los 250 kilometros estimados esta semana.

Validar. Carlos valida el resultado, comparando su estimacién con sus experiencias anteriores. Si
encuentra que su consumo de gasolina y el costo, corresponden a lo que ha calculado, puede planificar su
presupuesto con mayor confianza, asegurando que tiene suficientes fondos para cubrir sus necesidades
de combustible durante la semana.

Resumen del método alternativo al método de cuatro pasos de Pélya
* Problema. Carlos necesita planificar su presupuesto para combustible, basado en la distancia que
recorrera.
* Matematizar. Modela el problema con una funcioén matematica que relaciona la distancia recorri-
da con la cantidad de gasolina necesaria.
« Resolver. Utiliza la funcion para calcular los litros de gasolina necesarios y el costo asociado.

+ Interpretar. Traduce el resultado matematico a un contexto real, ajustando su presupuesto semanal
para cubrir los costos de combus-

tible, . : . Problema ; %,  Problema matematico
« Validar. Verifica que su estimacion (Lenguaje natural) le® (Lenguaje matemético)
de combustible y costos correspon-
den a su experiencia, asegurando la
precisiéon de su planificacion.
Mediante el proceso descrito en la Fi-
gura 12.1, Carlos puede gestionar mejor
sus recursos financieros y optimizar su Resultado Interpretar Resultado
contextualizado matematico

plenificacién semanal de combustible,
aplicando conceptos matematicos a pro-

oy S Figura 12.1. Proceso de resolucion de un problema.
blemas précticos de su trabajo diario.

Fuente: Elaboracion propia, (Word, 2024).
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Funciones matematicas
Imagina que quieres saber, cual es el volumen de una naranja que vas a comer. Es dificil calcularlo exac-

tamente, pero puedes usar un modelo para obtener una aproximacién, Un modelo es una representacion
simplificada de la realidad que te ayuda a comprenderla mejor.

Hay diferentes tipos de modelos, como mapas, dibujos, maquetas, e incluso personas que posan para
artistas. En matematicas, los modelos constituyen la base para estudiar y entender problemas propios de
las areas del conocimiento como: economia, ingenieria, medicina, quimica, fisica, psicologia, etc.

Un modelo matematico, es la representacion simplificada de la realidad. En particular, mediante el uso
de funciones que describen su comportamiento, o de ecuaciones que representan sus relaciones, Un mode-
lo, se obtiene durante el proceso de solucién de un problema real, como se ve en la Figura 12.1.

Para construir un modelo matematico, debes seguir estos pasos:

1) Observar la realidad: observa una naranja y decide qué caracteristicas son importantes para
calcular su volumen.

2) Describir el modelo: explica con palabras, como vas a calcular el volumen.

3) Escribir el modelo matematico: en el caso de la naranja, la figura que mds se asemeja a ella
es la de una esfera, por lo que utilizaremos la férmula para calcular el volumen de una esfera.

4) Obtener resultados: usa la formula para calcular el volumen de la naranja.

Retomando el ejemplo de la narzinja, puedes usar una esfera como modelo. La formula para calcular
el volumen de una esfera es igual a=m7® , donde r es el radio de la esfera. Si mides el radio de la naranja
y lo sustituyes en la formula, puedes obtener su volumen.

Como ya aprendiste desde las primeras progresiones, y
la matematica tiene su propio lenguaje que permite des-
cribir y comprender el mundo que nos rodea. Asi, las re-
laciones matemadticas y las funciones, son herramientas
para modelar la realidad.

Temperatura °C
L

Una relacién, es una regla (criterio) de corresponden- -
cia entre cada elemento del conjunto inicial o de partida -
(dominio). con al menos un elemento del conjunto de lle- 0 6 12 18 24
gada ( 1'ango). Tiempo (horas)

y . - . Figura 12.2. La temperatura ambiente en cierto
A diferencia de una relacion, una funcién f'es una re- Iugar en cada instante del dia.

gla que produce una correspondencia entre dos conjuntos, Fuente: Elaboracién propia, (GeoGebra, 2024).
de modo que cada valor del primer conjunto le hace co-
rresponder un unico valor del segundo. Por ejemplo, la
Figura 12.2 muestra la relacion entre el tiempo y la tem-

peratura ambiente.

Entrada x
(Variable independiente)

También, una funcion puede verse como una maquina
que transforma “materia prima” (por ejemplo, niimeros),
que le vamos dando, y produce un “producto final” (otro :
numero), ver Figura 12.3. Cada vez que introducimos un T
valor de entrada (materia prima), la mdquina nos devuelve Salida y
un valor de salida (producto final). La notacioén y = f(x) (variable dependiente)
define una funcién llamada f. Esto se lee como “p es una Figura 12.3. La funcion como una maquina de en-
funcion de x”. La letra x representa el valor de entrada, tmd“}’ s, )

0 variable independiente. La letra y, o f{x), representa el Fsaie: Elaboac o propis, (Weed; 2024).
valor de salida, o variable dependiente.
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A continuacidn, damos tres definiciones del concepto funcién.

s Definicion 1. Dados dos conjuntos 4 y B, una funcién de 4 en B, es una correspondencia en la que
a cada elemento del conjunto 4, se la asocia un tinico elemento del conjunto B.

* Definicion 2. Una funcion, es un conjunto de pares ordenados de numeros (x, y), en el que no
existen dos o mas pares ordenados con el mismo valor de x y diferentes valores de y.

s Definicion 3. Una funcién f* x—y, es un conjunto de pares ordenados (x, v), con xe X y ye ¥, tal
que todo valor de xe X aparece como primera componente de un solo par ordenado, es decir,
si(x, )Y (x, v,) y pertenecen a la funcion /. entonces y; = y,.

Para conocer el valor “f(x)” de una funcién fen un valor especifico de x, es necesario asignarle un
numero real a x para evaluarla. Al conjunto de estos valores de la variable independiente x se le conoce
como dominio de la funcion (D)), y a cada namero real x, en el que se puede evaluar f, esta relacionado
con un (nico valor f(x) , que se llama imagen de x. Al conjunto de estas imagenes de la variable indepen-
diente se le conoce como rango (R)), recorrido o conjunto imagen de la funcion.

Existen diferentes formas de representar una funcién como se muestra en la Tabla 12.1, ello depende
del contexto y del objetivo que se tenga. Estas son:

Lenguaje natural ‘ Expresion algebraica Grafica
El doble de un niimero _
aurnentado en uno L =2+l
Tabla — Pares ordenados | Diagrama sagital
; f (0)=2v+1 fl)=2v+1
x | f(x) (x, v) % f (x)

2| 3| |23
| 1 ;=D _
0| 1 (0,1) -
1| 3 1L3)
2 | 5 (2, 5)

Tabla 12.1. Diferentes representaciones de una funcion matematica.
Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Para determinar si una grafica representa a una funcion, se utiliza la prueba de la recta vertical como
se muestra en la Figura 12.4: si una recta vertical corta a la grafica en mas de un punto no es una funcion,
ya que, a un mismo valor de la variable independiente en el dominio, corresponderia mds de un valor en
el conjunto imagen.

o § i A =

Representan a una funcion No representan a una funcion

:|\J/

Figura 12.4. Graficas que representan o no a una funcion. Fuenfe: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Graficamente, las funciones se analizan de izquierda a derecha. Respecto a la monotonia de la fun-
cidn, esta es creciente donde f(x)) < f(x,) para x; < x,. Y decreciente donde f(x,) > f(x,) para x; < x,.

Por ejemplo, en la Figura 12.5, la funcion f decrece en el intervalo (x,, x,), crece en (x,, x,) y decrece
en (x,, x3).
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Enel punto donde la funcidn alcanza el valor mayor, se dice que hay un maximeo, y en el punto donde

alcanza el valor menor se dice que hay un minimo.
En el ejemplo del grafico de la Figura 12.6, la funcion ftiene un valor minimo f{(x,) en x, y un valor

VA
flx,)

maximo Jf(x,) en x,.

vA

fx)

Figura 12.5. Monotonia de una funcion. Figura 12.6. Monotonia de una funcion.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra. 2024). Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra. 2024).

Actividad formativa 12.1
De acuerdo con la representacion de los diagramas de la Figura 12.7, determina si representan

L.
una funcién o no. En los casos afirmativos, fundamenta y escribe la ecuacion que representa a la
funcion.

N N R R A B
a- “ bh e

Figura 12.7. Relaciones. Fuenie.: Elaboracion propia (Word, 2024).
2. Determina cuales de las siguientes graficas de la Figura 12.8 representan funciones y cudles no.

Fundamenta tu respuesta.

VA

3, —

—

Y
Figura 12.8. Graficas de ecuaciones.

Fuente: Elaboracion propia { GeoGebra, 2024).

Dada la correspondencia que a cada ntmero del conjunto A= {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16} le hace

corresponder su mitad:
a) Representa laregla de correspondencia mediante una tabla.

b) Represéntala graficamente.
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Represéntala con f.

Funcion lineal

Las funciones lineales se caracterizan
por su representacién grafica, que es
una linea recta en el plano cartesiano.
Su expresion algebraica es de la forma
f(x) =mx + b, donde m y b son nume-
ros reales v m # 0. Se dice que es una
funcién lineal, debido al exponente del
término lineal mx.

La variable independiente es x,
mientras que la variable dependiente
es f(x). La pendiente de larectaesm,y

d) Calcula los valores de £(2), f(6)y f(10).

e) (Para qué valores x del dominio se cumple que f(x) =2, f(x) = 6?

I o Ry
Tuncion lineal }

c) Escribe la ecuacion que represente esta correspondencia y fundamenta por que es una funcion.

TFuncion lincal

m creciente 1= decreciente
1 Wl AN mEd
>,
M e 1 R
A n [ b

Figura 12.9. Pendiente de una funcion lineal.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2024).

determina su inclinacién; mientras que, el intercepto en el eje y es b, y determina el punto donde la linea
cruza el eje y. El dominio de esta funcién es larecta real, D, : (—oo, +9); esto quiere decir que la funcién
lineal esta definida para todo x € R. Por su parte, el rango de la funcion es la recta real, R, : (oo, +e0); esto
quiere decir que cada x € D, tiene una imagen en el eje y. Una funcion lineal es creciente si la pendiente
es positiva y decreciente, si la pendiente es negativa, como se muestra en la Figura 12.9. Ademas, es una
funcion creciente o decreciente en todo su dominio.

Ejemplo formativo 12.1

resolver este problema.

enfrenta a un dilema: la demanda de sus deliciosas empanadas aumenta
sin parar, pero su proceso de produccion alin es manual, lo que limita la
cantidad que puede producir. Para optimizar su negocio y satisfacer la
demanda de sus clientes, decide utilizar funciones lineales para modelary

Situacion: optimizacion de la produccion de empanadas mediante funciones lineales

Problema. Dona Julia, duena de una prospera fabrica de empanadas, se

| 1 2 D | Resodlucién de problemas aplicando funciones lineales, cuadraticas y polinomiales

Empanadas | Tiempo
200 4 |
400 - 7
600 10

Doiia Julia comienza por recopilar datos sobre la produccion actual. Registra el tiempo (en horas) que
tarda su equipo en producir diferentes cantidades de empanadas.

Matematizar. Para determinar la relacion entre las variables, dofia Julia grafica los valores de ambas
variables en el cartesiano (ver Figura 12.10), observando que los datos forman una linea recta (relacion



lineal) entre el tiempo (y) y la cantidad de empanadas (x),
cuyo modelo es y =mx + b.

Resolver. Para determinar la ecuacion que modelara su fun- 12“
cion y = mx + b, dofa Julia, primero utiliza las coordenadas o 10
de dos de sus puntoes, (200,4)y (400, 7), para calcular el valor a‘ g
2
de la pendiente ::- — %1 donde x, — x, # 0. Luego, sustituye los "'21
i S |

e Vel B o~

valores para obtener, m T T 0.015. 0 100 200 300 400 500 600 700

La ordenada en el origen &, que es el punto donde la linea Empanadas

cruza el eje y, la determina la forma general en que se expresa  Figura 12.10. Funcién lineal.
una funcién lineal £(x) 0 y = mx + b, reemplazando los datos. ~ Fuene: Elaboracion propia (Excel, 2024).

y=mx+b
4=0.015(200) + b
4=3+b
b=4-3

b=1

Interpretacion

m=0.015  Es la pendiente de la funcion. Representa el tiempo adicional que dofia Julia tarda en
preparar cada empanada después de la hora que le toma preparar los ingredientes. En
este caso, son 0.015 horas o 0.9 minutos. por empanada.

b=1 Es el tiempo que dofia Julia tarda en preparar los ingredientes, independientemente del
numero de empanadas que fabrique.

Asi, la ecuacion de la funcion lineal que modela la produccion de empanadas de dofia Julia es,
¥=0.015x + 1.

Validacion

Comprobamos la solucion con los datos iniciales.

Para producir 200 empanadas requiere: y = 0.015(200) + 1 =3 + 1 =4 horas.

Para producir 400 empanadas requiere: y = 0.015(400) + 1 = 6 +1= 7 horas.

Para producir 600 empanadas requiere: y = 0.015(600) + 1 =9 + 1=10 horas.

Por lo tanto, dofia Julia puede usar la funcién y = 0.015x + | para planificar su produccién diaria de
empanadas. Este modelo, le permite predecir cudntas empanadas producira en funcién de las horas
trabajadas, y optimizar su proceso de produccion para satisfacer la demanda creciente.

Actividad formativa 12.2

1. Una empresa de telefonia mévil, cobra una tarifa mensual fija de $50.00, mas $1.00 por cada
mensaje de texio enviado. Un cliente desea saber cuanto pagara, si envia un cierto nimero de
niensajes en un mes.
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determinar la produccién de muebles.
Datos:
a) En 2 horas produce 80 muebles.

b) En 5 horas produce 200 muebles.

viaje de 15 km apoyéandote de Excel.

Funcion cuadratica

Las funciones cuadraticas son funciones polinomicas que se carac-
terizan por tener la forma general f(x) = ax’ + bx + ¢, donde a, by ¢
son constantes, y a # 0. Estas funciones toman su nombre del término
cuadratico ax’ presente en su expresion, el cual es el responsable de
generar la curvatura (parabola) en la grafica de la misma.

Esta funcion se caracteriza por ser un polinomio de segundo gra-
do, que tiene como funcién base a f(x) = x%; y es conocida como la
funcién cuadratica basica. Su grafica se muestra en la Figura 12.11.

El dominio de esta funcion es la recta real, Df:(—oo. +e0); esto
quiere decir que la funcién cuadrética béasica estd definida para todo x
€ R. Por su parte, el rango de la funcién es y = 0, R [0, +==); esto
quiere decir que cadax € D, tiene una imagen en la parte no negativa
del eje y. Esta funcién se caracteriza por ser continua en todo su
dominio. esto quiere decir que para hacer su grafica solo se requiere
de un trazo.

2. Pedro, tiene una carpinteria y necesita aumentar la produccion de muebles para cumplir con los
pedidos. Usa la funcién lineal para modelar la situacién, y asi tener un modelo que le permita

3. Enuncierto tipo de taxi, el taximetro marca un costo de $30.00 por el primer kilémetro recorrido
vy $20.00 por cada kilémetro adicional. Determina el costo en pesos, de un viaje en funcién de los
kilometros recorridos. También por medio de su funcion, tabla y grafica, calcula el costo de un

W=

—_—

=

= |

0 1

Figura 12.11. Grafica de f(x)=x~
Fuente: Elaboracion propia (GeoGe-

bra, 2024).

Por su parte, la funcién f(x) = —2 es una reflexion de f(x) = x* sobre el eje x, como se ve en la Figura

12.12.

La monotonia de la funcién f(x) = ax’ puede ser creciente y decreciente o decreciente y creciente
en todo su dominio, esto depende del coeficiente del término cuadrético a, si a > 0, pasa de ser decrecien-
te a ser crecienfe; si @ < 0, pasa de ser creciente a ser decreciente, como se visualiza en la Figura 12.13.

Y . flx) = ax?
g Sia=0 Sia<0
- YA YA
2 4 [ 2 x _
— 1 0 X
) .
3 0 ;'} %
1 i

Figura 12.12. Grafica de f(x) =— »%.

Fuenre: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024 ). Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

| 122 | Resolucién de problemas aplicando funciones lingales, cuadraticas y polinomiales

Figura 12.13. Efecto del parametro @ en la monotonia de la funcion f(x) = ax2



Si a = 0, la pardbola abre hacia arriba, lo Ya
que indica que es céncava hacia arriba; en
consecuencia, la funcion tiene un valor mini-
mo f(0) =0 enx=0.Sia <0, laparabola
abre hacia abajo, lo que indica que es céncava
hacia abajo; en consecuencia, la funcion tiene
un valor maximo f(0) = 0 en x = 0. Como se 0| Minimo X
visualiza en la Figura 12.14.

-"‘!
TMéximo

Concaya hacia

=Y

arfiba

Figura 12.14. Efecto del parametro a en la coneavidad de la
funcion f(x) = ax’. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra,
2024).

Ejemplo formativo 12.2

Comportamiento de la poblacidn de bacterias en el laboratorio de biologia de la preparatoria El Rosa-
rio.

1. En el laboratorio de biologia de la preparatoria “Comte. Victor Manuel Tirado Lopez” de El
Rosario, se cultivaron 500 baciterias que comenzaron a reproducirse. Después de cierto tiempo,
el mimero de bacterias comenzo a disminuir, se supone que la cantidad de bacterias al cabo de ¢
minutos, esta dada por la funcién f(f) = —# + 40t + 500.

a) (En cuanto tiempo se alcanzo la poblacion maxima?
b) ;Cudl es la cantidad mixima de bacterias?

¢} (En cuanto tiempo se extingue la poblacion de bacterias?

Resolucion:

Para resolver este problema, es necesario explorar la tabla de valores y la grafica, o bien, por mé-
todos analiticos.

Explorando la tabla de valores y la representacion grafica

La funcidén cuadratica es f(x) = ax” + bx + ¢, donde los coeficientes a, b y ¢ tienen asignado los
valores a= -1, b =40y ¢ = 500, estos se obtienen de la funcién propuesta.

La variable dependiente es f(#): cantidad de bacterias.

La variable independiente es « tiempo en minutos.

I ar? bt c f(n)
0 0 0 500 | 500 Reproduccién de bacterias
5 -25 200 500 675 2 1000t _
10 | —100 | 400 = 500 | 800 S oA TN
£ 1 t T T
15 | 225| 600 | 500 | 875 8600 / o .\: i
20 —400 | 800 500 900 % 400 i 1 \ i
25 | —625 | 1000 | 500 | 875 E 200 ' '\\\'
- 5 = ' ' 2 S
. 30 900 | 1200 . 500 | 800 . £ 0 1020 30 a0 50 60
35 |-1225] 1400 500 | 675 t: Tiempo (min)
40 | -1600| 1600 500 ‘ 500 Figura 12.15. Funcion cuadratica.
. 10 i 202
45 9025 | 1800 500 | 975 Fuente: Elaboracion propia (Excel, 2024).
50 |-2500| 2000 500 0

Pensamiento Matematico Il 1 2 3 |



Al inicio (f = 0) hay una poblacion de 500 bacterias.
a) Alos 20 minutos se tiene la poblacion maxima.
b) La poblacién maxima que se alcanza es de 900 bacterias.
¢) Porultimo, a los 50 minutos se extingue la poblacion.

Ahora resolvamoslo por métodos analiticos

a) (En cuanto tiempo se alcanzd la poblacion maxima?
Para calcular el a), nos damos cuenta de que ese punto es lo que conocemos como vértice, que es
el punto méds alto de la pardbola, entonces las coordenadas del vértice son M(x,, v;.).

Caélculo de x}, con la siguiente formula, x, = —;;
= 20
X = 30D
_ 40
Xp=——5
x,=20

Hemos determinado el tiempo en el que alcanzé su maxima poblacién, que es 20 minutos.

b) (Cual fue la maxima cantidad de bacterias?
Ahora, la cantidad maxima de bacterias la determinamos, evaluando la funcion
f(#) =+ 40t + 500, en £ = 20.
f(H)y=—2+40t + 500
F(20)=—(20) + 40(20) + 500
F(20) =—400+ 800 + 500
f(20)=900

A los 20 minutos se alcanza una cantidad maxima de 900 bacterias.

¢) ¢(En cuanto tiempo se extingue la poblacién de bacterias?

Para determinar en cuanto tiempo se extingue la poblacion de bacterias, calculemos los valores
de ¢ para los cuales f(#) = 0. Es decir, debemos resolver la ecuacion —# + 40z + 500 = 0, para ello
usemos la formula general

t==b=3P8ac con g =1, 5= 40 y c = 500.

' —(40) + 4/(40)* — 4(-1)(500)

2(-1)

f —40 = 1600 + 2000

20 -100
ht=— 'y 1=
-2

t,=-10 y 1£,=50
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Como ya sabemos, de acuerdo con el contexto del problema, el tiempo no es negativo, por lo que se
descarta la solucion # = —10. Por lo tanto. a los 50 minutos la poblacion de bacterias es igual a cero (se

extingue).

_ Actividad formativa 12.2

1. Un objeto se lanza hacia arriba desde el piso. La altura
del objeto por encima del suelo (en pies), en el instante
t en segundos, se ilustra en la Figura 12.16.

a) ;Desde qué altura fue lanzado el objeto?
(En qué instante de tiempo?

Altura (pies)

b) (Cuanto tiempo tarda el objeto en chocar con el
piso?

¢(Cual es su altura en ese instante de tiempo?

ha
300+
250+
200
150+
100+

50+

[l [ | 1 [l |

1 1 I I I |

1 23 45067
Tiempo (segundos)

1 >
g

Figura 12.16. Funcion cuadratica.

c) Determina el intervalo donde la altura del objeto va aumentando.

Fuenre: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

d) Determina el intervalo donde la altura del objeto va disminuyendo.

e) Determina la altura maxima que alcanza el objeto.

f) Determina la concavidad de la grafica. Justifica tu respuesta.

g) Determina la funcion que representa a la grafica.

2. Unarco parabolico, abarca 120 pies y tiene una altura méxima de 25 pies. Elije ejes coordenados
rectangulares adecuados y determina la ecuacién de la parabola. Luego, calcula la altura del arco

en las abscisas que estdn a 10, 20 y 40 pies del centro del arco.

Distanciax | Alturah |

| 20 25 |
40 40
. B -, 60 55
3. Una maquina lanzadora de pelotas, lanza una pelota con una inclinaciéon - i ——
de 45° respecto de lahorizontal. Los siguientes datos represenian la altura 100 71
h, de la pelota, en el instante en que ha recorrido x pies horizontales. 120 77
a) Usa la aplicacion Desmos® o Excel® para obtener la funcion | 14p 77
cuadréiica que mejor se ajuste a los datos. 160 75
b) Determina el dominio y rango de la funcién de acuerdo con el | 180 7
contexto de los datos. 200 64
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Funcion cubica

Vi
Una funcién polinémica, es una funcién cuya expresion algebraica 2
es un polinomio, es decir, una funcién polindmica esta definida por la
suma o resta de un nimero finito de términos de diferente grado, por = i
lo tanto. una funcién polindémica se describe matematicamente con la
siguiente expresion: 2 -0 1 2 ¥
fx)=a,tax+ax’+ax’+--+ax 4
Una funcion cuibica tiene la forma f(x) = ax?® + bx? + ex + d, don-
de a, b, ¢ y d son ntmeros reales, con a # 0. -2

s R ; . li i e teveer o Figura 12.17 Grafica de f(x)=x"
sta funcion se caracteriza por ser un polinomio de fercer gra- - Elaboracion propia (GeoGe-

do, que tiene como funcion base a f(x) = x* y es conocida como la  bra, 2024).
funcion cibica basica. Su grafica se muestra en la Figura 12.17. El

dominio de esta funcién es la recta real, D :(—e=, +==); esto quiere Vi
decir que la funcion ctibica basica estd definida para todo xR, Por i —2
su parte, el rango de la funcion es la recta real, El{f:t_—m. +e2); esto

quiere decir que cada xe D, tiene una imagen en el eje y. Esta funcion

se caracteriza por ser continua en todo su dominio; esto quiere decir

que para hacer su grafica solo se requiere de un trazo. -2 -l

=Y

-2

Por su parte, la funcién f(x) = —x* es una retlexion de f(x) = x*°
sobre el eje x, como se ve en la Figura 12.18.

La monetonia de la funcién f(x) = ax’ puede ser creciente o
decreciente en todo su dominio, esto depende del coeficiente del tér- ~ Figura 12.18 Grafica de f(r) =—»*
I ] ¥ i I . ; Fuente: Elaboracion propia (GeoGe-
mino cubico a, si a > 0, es creciente, si a < 0, esta serd decreciente, a 2024).

como se visualiza en la Figura 12.19,

La funcion f(x) = ax’, en su grafica presenta concavidades como se muestra en la Figura 12.20, una
hacia abajo y otra hacia arriba o viceversa segiin el signo del coeficiente a. Este cambio se da en el punto,
donde la concavidad cambia, y se le llama punto de inflexion.

flx)=ax? flx)=ax®
Sia>0 Sia<0 Sia>0 Sia<0

A Y ¥

Va A

Concay Cdncava
hacia arg hacij arriba
G ||y - Punto deli Punta dg¢ inflexion
0 X 0 X 0 T
Copcava Cénleava
hacip abajo haciajabajo

Figura 12.19. Efecto del parametro @ en la monotonia de la ~ Figura 12.20. Efecto del parametro a en la concavidad de la
funcion f(x) = ax?. funcion f(x) = ax?.
Fuenie: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024). Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Ejemplo formativo 12.3

Situacion: economia — anlisis de costos

En economia, la funcién clibica se puede utilizar para modelar costes en funcidén de la produccion.
Dada la funcién de costo C(x) = x* — 5x2 + 8x + 1000, determina los niveles de produccidn x en los que
el costo es 1000 dolares.
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Resolucion:

Para encontrar los niveles de produccién donde el costo es 1000 dolares, igualamos la funcion a 1000
y resolvemos:
x* —5x2+ 8x + 1000 = 1000

Simplificamos la ecuacién:
¥¥—5¢1+ 8 =0

Factorizamos la ecuacion:
x(x2—5x+8)=0
x=0yx?-5x+8=0

Luego, resolvemos la ecuacion cuadratica x> — 5x+ 8 =0, la cual no tiene soluciones reales ya que
el discriminante es negativo.
b?—dac= (-5 —-4(1)(8)=25-32=—7

Por lo que la tnica solucion real es, x = 0.

Por lo tanto, en x = 0 el costo inicial es 1000 dolares, es decir, iniciar la produccion tiene un costo de
1000 dolares.

Actividad formativa 12.4

1. Juan esta disefiando un contenedor caibico, cuyo volumen 7 cambia con respecto a la longitud
del lado x. Si la longitud del lado del contenedor aumenta de 2 cm a 3 cm, ;cudnto aumenta el
volumen?

2. Dada la funcién cubica P(t) = 2 — 6£* + 9¢, que describe la poblacién P en funcion del tiempo ¢
(en afios), encuentra los puntos donde la poblacion es cero y discute su comportamiento en esos
puntos.

3. Una planta crece de manera, que su altura (cm) en funcion del tiempo (dias) se describe mediante
una funcion cabica. Dada la funcion A(r) = £ — 612 + 97 + 1, determina los puntos en los que la
altura de la planta es un centimetro. Interpreta los resultados.

%303 EVALUACION FORMATIVA 12.1

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

1. Una persona que se ejercita caminando a una velocidad de 4 km/h quemara 210 calorias en una
hora; si lo hace a 9 kin/h quemara 370 calorias.

a) Determina una funcion lineal, que represente las calorias quemadas en relacion con la
velocidad.
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b) Representa graficamente la funcién, y argumenta cual es la tendencia de calorias quemadas
respecto a la velocidad con que se camina.

¢) Calcula cuantas calorias quemaré si camina a 8.5 ki/h.

[

Una nueva cafeteria proyecta que sus utilidades anuales u(f) en miles de délares durante los primeros
seis afios en el negocio, pueden aproximarse mediante la funcion u(z) = 0.2 + 5.4¢ — 8, donde # se
mide en afios.

a) Calcula la utilidad de la cafeteria al inicio, ;qué interpretacion le das?

b) Calcula las utilidades de la cafeteria después del primer aiio, ;qué conclusion obtienes a partir
de este resultado?

¢) Calcula las utilidades de la cafeteria después del quinto afio., ;qué deduccion obtienes?

d) Calcula el tiempo necesario para que la cafeteria alcance el punto de equilibrio, ;cémo lo
puedes explicar?

3. La funcidén D(x) = (—=0.0008)(x*> + x> — 72x), da la cantidad de alcohol en la sangre, x horas
después de haber bebido una cantidad estandar de alcohol. Desde el punto de vista juridico, una
persona esta ebria si la cantidad de alcohol en su sangre es al menos 0.10 g/L.

a) Determina los tiempos en los que una persona esta ebria, desde el punto de vista juridico.

b) ;En qué intervalos de tiempo la persona no se considere ebria?

c) (Cuando se alcanza el maximo porcentaje del alcohol en la sangre?
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Autoevaluacion y coevaluacion 12.17

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Plantel: Grupa: Turno:

Autoevaluacién para el aprendizaje

Selecciona en la columna. la opcién que mejor refleje t nivel de desempeno en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 12. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

Desemperno de logro

Bueno Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacién favorable
para el aprendizaje con mis companeros.

Participé activamente con ideas para la toma ra-
zonada de decisiones.

Contribui colaborativamente en la refroalimen-
tacion de dudas de mis compaficros.

Desarrollé o interpreté un modelo matemati-
co que representa a una situacion o fenémeno.
(M2-C3)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compafiero del equipo que marque en la columna, la opcion que mejor describa tu
desempeiio durante el trabajo colectivo, una vez concluida la progresién de aprendizaje 12, y que
responda con honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacién.

En proceso

Buenn Sobresaliente
de logro

Desemperno
Propicio un clima de comunicacion favorable
para el aprendizaje con mis compafieros.

Participo activamente con ideas para la toma ra-
zonada de decisiones.

Contribuyo colaborativamente en la retroali-
mentacion de dudas de mis compaifieros.

Desarrollé o interpreté un modelo matemati-

| co que representa a una situacion o fendmeno.
(M2-C3)

Nombre y firma de quien coevalna

Pensamiento Mateméticoll | 129 |



Resoluciéon de problemas aplicando
sistemas de ecuaciones lineales y su
Interpretacion geometrica

Progresion de aprendizaje 13

Resuelve problematicas provenientes de las areas del conocimiento, que involucren la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales y considera una interpretacion geomeétrica de estos sistemas.

En proceso
de logro

Metas de aprendizaje Bueno Sobresaliente

M3-C3 Aplica procedimientos, técnicasy len- | A : :
guaje matematico para la solucidn de proble- "~
n':las propios del Pensamiento Mﬂtemf’lfico, de é." T e e S S B
Areas de Conocimiento, Recursos Sociocog-: !
nitivos. Recursos Socioemocionales v de su: H !
entorno. el

| EVALUACION DIAGNOSTICA 13.1

Resuelve los siguientes ejercicios.

1. Observa la siguiente imagen v determi- | 3. Grafica la siguiente ecuacion.

na el valor del circulo y el triangulo.

@ A-w0

(Hay mas de una solucion?

y=2x+5

b

Observa la siguiente imagen y deter-

mina el valor del circulo y el triangulo 4. Modela dos ecuaciones de la siguiente situacion:
que resuelva ambas ecuaciones.
}

@ A-10
2@ - A -8

a) (Hay mas de una solucion?

En un grupo de tu preparatoria se realizo una encuesta
de la preferencia entre el videojuego Freefire® v Ro-
Dlox®. El dia de la entrevista, asistieron 36 alumnos y
se sabe que al doble de los estudiantes les gusta mas
Freefire® que Roblox®.

a) Ecwvacion 1:

b) Ecuaciéon 2:
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Existen situaciones que se pueden meodelar con una ecuacion lineal con dos incognitas, por ejem-
plo, en el estacionamiento de tu preparatoria hay 30 vehiculos, entre carros y motocicletas. Una
ecuacién que modela este planteamiento, es la siguiente: si x es el niimero de carros y y el nlimero de
motos, enfonces: x +y =30, o bien, y=30 —x con 1 <x <30.

Segin la ecuacion anterior, si hay un carro tendras 29 motocicletas, si hay dos carros tendras 28
motocicletas; y asi sucesivamente, en total tendremos 29 soluciones. Si ese mismo dia, llegé Maria a
la escuela y conté 84 neumaticos en el estacionamiento, ;seguiras teniendo las 29 soluciones posibles?

En ocasiones, para modelar una situacion de la vida real encontranios que. en ella, se presentan varias
variables relacionadas por més de una condicion. Un sistema de ecuaciones lineales, puede utilizarse
para representar y resolver este tipo de problemas, en los que se presentan dos o mas variables de las
cuales se conocen datos e informacion que las relacionan.

Se llama sistema de ecuaciones lineales, a todo conjunto de ecuaciones lineales formado por dos o
mas ecuaciones con dos 0 més incognitas. Hablar de un sistema de ecuaciones de 2x2, hace referencia a
un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, un sistema de ecuaciones de 3x3, es un sistema de tres
ecuaciones con tres incognitas, y asi sucesivamente,

Resolver un sistema de ecuaciones, es hallar la solucion comtn a todas las ecuaciones del sistema, es
decir, el conjunto de valores (un valor para cada incognita) que satisfacen simultdneamente cada una de
las ecuaciones.

Los métodos mas comunes para resolver estos sistemas, son el método grafico, el método de igna-
lacion, el método de sustitucion y el método de reduccion, mismos que se detallan a continuacion.

Método grafico para resolver sistemas de ecuaciones lineales con dosincognitas

Anteriormente estudiaste la representacion grafica de una funcién lineal, donde te diste cuenta de que
corresponde a una linea recta. Al graficar un sistema con dos ecuaciones lineales. tendremos dos lineas
rectas representadas en un sistema de coordenadas, donde se pueden presentar (res casos:

1. Las rectas se intersecan en un punto, por lo que el sistema tiene una Unica solucion.
2. Las rectas son paralelas, por lo que el sistema no tiene solucion.

3. Las rectas coinciden, por lo que el sistema tiene infinitas soluciones.

Para graficar un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incoégnitas:

* Sila ecuacion (o ambas) esta en la forma ax + by + ¢ =0, o bien ax + by = d,
determina el cero de la ecuacién y la ordenada en el origen, luego grafica los dos
puntos en el plano y traza la recta que pasa por dichos puntos.

* Silaecuacion (o ambas) esta en la forma v = mx + b, usa el valor de la ordenada
en el origen v de la pendiente de la recta para graficar los dos puntos en el plano,
luego traza la recta que pasa por dichos puntos.

»  Si la ecuacion no esta en ninguna de esas formas, rediicela a una de ellas.

»  Compara gréficamente la situacion relativa de una respecto a la otra.
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Ejemplo formativo 13.1

Resolucion:

Como la ecvacion es de la forma y = mx + b, usa-
remos el valor de la ordenada en el origen y de la
pendiente de la recta para graficar los dos puntos
en el plano y con ello trazar la recia.

y=a4=1

La ordenada al origen es b = | y la pendiente es
m=1

y=—x+15
La ordenada al origen es b = 5 y la pendiente es

m=-l.

Al graficar ambas ecuaciones tenemos la grafica de
la Figura 13.1

Grafica y determina la solucidn del sistema de ecuaciones {

.'s:x:—]_
'v:—.r+5

Vi

=)}

0 6 ¥

Figura 13.1. Sistema de ecuaciones lineales con una tinica
solucion. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

; Comprobacion:

 Ecuacionl:y=x+1 Ecuacion2:y=-x+35
3=2+1 3=-2+5
3=3 3=3

Como se intersecan en un punto, tenemos una tnica solucién: x =2y y = 3.

Ejemplo formativo 13.2

Resolucion:

el cero de la ecuacién y la ordenada en el origen.

Ecvacionl: x + 2y =2
Cero de la ecuacion
Hagamos y=0

x=2(0)=2

=12

La interseccion en x es (2, 0).
Ordenada en el origen

Hagamos x= 0

0+2y=2
2p=2
~2

=3
y=1

La interseccion en y es (0, 1).

Grafica v determina la solucion del sistema de ecuaciones

Como las ecuaciones son de la forma ax+ by=d y

x+2y=2
2x+4y—-4=0

ax + by + ¢ = 0 respectivamente, determinaremos

Ecuaciéon 2: 2x+4y—-4=0
Cero de la ecuacion
Hagamos y=0
2x +4(0)—4=0
x=2
La interseccion en x es (2, 0).
Ordenada en el origen
Hagamos x=0
200) +4y—4=10
4y

4
4
4
1

by
¥

La interseccion en y es (0, 1).

Las rectas intersecan los ejes en los mismos puntos como se muestran en la Figura 13.2.
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' 3 ' ' Dado que las rectas coinciden, el sistema
' Al 1 tiene infinitas soluciones.
\ x+ 2.} e 2
> |

32 1 0 1 456 7 8 »
S " |
=2 [2x[+ay—a=0 |
o ———] il

Figura 13.2. Sistema de ecuaciones lineales con infinitas
soluciones.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Ejemplo formativo 13.3

y=2x+3

Grafica y determina la solucién del sistema de ecuaciones { dr—2v=6

Resolucion:

Para la primera ecuacion., usaremos la ordenada en el origen v la pendiente de la recta. La ecuacion y
= 2x + 3 tiene pendiente m = 2 y ordenada en el origen b = 3.

Para la segunda ecuacién, usamos el cero de la ecnacion y la ordenada en el origen.

Y

Cero de la ecuacion [ Owdenada en el origen
Hagamos y =0 E: Hagamosx =0
4x—2(0)=6 ( 4(0)-2y=6
=6 :é —2y=6
= % E — %
X= % lk y=-3

La interseccion en x es (3/2, 0). ( La interseccion en y es (0, —3).
{

Al graficar, tenemos la gréfica de la Figura 13.3:
Ja
3

:Z
Figura 13.3. Sistema de ecuaciones lineales sin solucion.

Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).
Las rectas son paralelas, por lo que el sistema no tiene solucion.
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Actividad formativa 13.1

1. Las rectas en la Figura 13.4 representan a un sistema de ecuaciones de 2x2, ;cuantas soluciones
tiene cada sistema de ecuaciones?

e\

6

o=
[, 15

W S
| S S T S ¥

o]

o] 1 2 3 45 6x 0] 1 2 34 & 6x 0 1 2 3 4 > 6«

Figura 13.4. Representacion grafica de los tres casos posibles de un sistema de ecuaciones lineales de 2x2.
Fuente: Elaboracion propia { GeoGebra, 2024).

2. Usa el método grafico para resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

y=3x-5
) y=3x+2
b y—Ix=1
) y+2x=5

2x-3y-6=0
9 ldz=tp=12=0

Interpretacion geometrica de la solucion de un sistema de ecuaciones

La solucion de un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, la podemos ver de manera geometrica,
dado que la grafica de cada una de las ecuaciones del sistema es una recta y este par de rectas se pueden
intersecar, ser paralelas o pueden coincidir. Con base a esto, lo podemos clasificar como un sistema de
ecuaciones consistente o inconsistente, comparando las pendientes y las ordenadas en el origen entre las
rectas de cada sistema, como lo veremos en la Tabla 13.1.
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Sistemas consistentes

Sistema inconsistente

Solucion tnica

Infinito numero de soluciones

Independiente

Dependiente

No tiene solucion

v
iy

[} -lx/u-

— b2

0] 1 2 3 25 6x
Las rectas se intersecan en un
solo punto.

Las rectas tienen pendientes dife-
rentes (m, # m,).

ol 1 2 3 4 & 6«

Las rectas coinciden.

Las rectas tienen pendientes igua-
les (m, = m,) v ordenadas en el
origen iguales (b, = b,).

of 1 2 34 3 6%
Las rectas no se Intersecan.

Las rectas tienen pendientes igua-
les (m,=m,) y ordenadas enel ori-
gen diferentes (b, # b,).

Tabla 13.1. Sistemas de ecuaciones lineales de 2x2 consistentes ¢ inconsistente.

Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024)

Actividad formativa 13.2

Determina si los siguientes sistemas son consistentes (independiente o dependiente) o inconsistentes,
ayudate llenando la signiente tabla:

Sist Relacion entre Ordenadas Numero T de siste
i las pendientes en el origen de soluciones IR0 O RS IC T

y=3x-5

y=3x+2

y—2x=

y+t2x=5

2x-3y-6=0

4x—-6y—12=0

Metodos algebraicos para resolver sistemas de ecuaciones lineales con dos

iIncégnitas

De los métodos mencionados anteriormente, para resolver sistemas de ecuaciones, el método de iguala-
cion, el de sustitucion y el de reduccion son métodos algebraicos. Estos métodos proporcionan el conjun-
to solucion preciso, no como en el caso del método grafico, por lo general aproximado.

Igualacion

nita en las dos ecuaciones, para
igualarlas, obtener una ecuacién
con una sola incognita v encontrar
su valor, para luego, sustituir su va-
lor en una de las ecuaciones despe-
jadas y asi encontrar el valor de la
segunda incognita.

Consiste en aislar la misma incog-

Sustitucion

Consiste, en elegir una incognita

para despejarla en una ecuacion y
luego sustituirla en la otra ecua-
cion del sistema, de manera que se
pueda resolver una de las incogni-
tas. luego sustituir su valor en la
ecuacion despejada para encontrar
el valor restante.

Reduccion

Consiste en multiplicar una o ambas
ecuaciones, por un NUmero apropia-
do de manera que al sumar o restar
las ecuaciones, una de las incognitas
se cancele. Esto permite resolver la
ofra Incognita, v luego sustituir su
valor en una de las ecuaciones ori-
ginales para hallar el valor restante.

Tabla 13.2. Métodos algebraicos para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024)
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Un sistema de ecuaciones lineales, puede utilizarse para representar y resolver problemas del mundo
real, en las dreas de quimica, economia, fisica, geometria, etc. en la que se presentan dos o mas variables,
de las cuales se conocen datos e informacién que las relacionan.

Ejemplo formativo 13.4

En un restaurante, la propina se divide en partes iguales entre los trabajadores. Si hubieran sido cuatro
trabajadores menos, cada uno habria recibido 750 pesos, y de haber sido cuatro trabajadores mas cada
uno habria recibido 150 pesos. Determina el numero de trabajadores v la cantidad de propina que reci-
bio cada uno de ellos.

Resolucion:

Sea x el nimero de trabajadores v v la propina total. de acuerdo con la informacion del problema. se
tiene que:

« si hubieran sido cuatro trabajadores menos: —-1"—4 =750
X —

» s1 fueran cuatro trabajadores mas: 1{1—4 = 15‘{)

AT

vy ="T750x —3000

y=150x + 600
Este sistema de ecuaciones lo resolveremos por el método de igualacion.

Por lo que se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones: 1

Paso 1. Despeja la misma incognita
en las dos ecuaciones.

Paso 4. Sustituye el valor encontrado en cualquiera de las
dos ecuaciones obtenidas en el paso 1 para encontrar la

i

y = 750x — 3000 } ieagni.
{ yis +
3 =150x + 600 y =150(6) +~ 600
. ! ¥ =900 + 600
Paso 2. Iguala las dos ecuaciones ’
{ y=1500

despejadas, con lo cual se obtiene
una ecuacién con una incégnita, {

750x — 3000 = 150x + 600

Paso 5. Comprobacién. El nimero de trabajadores obte-
nido es seis y la propina es 1500. Con cuatro frabajadores
menos el mimero de wabajadores es dos y cada uno recibe
750 de propina. Con cuatro trabajadores mas el total de

Paso 3. Resuelve la ecuacion que

e

resulte. trabajadores es 10 y la propina recibida es de 150 pesos.
750x — 150x = 600 + 3000 ) Por tanto, se cumplen las condiciones del problema.
600x = 3600 '( De ahi que, en el restaurante hay seis trabajadores y la
3600 (  propina total es de $1,500.00, por lo que a cada trabajador
¥~ 600 ! le corresponden $250.00.
x=6 (

Actividad formativa 13.3

Resuelve los siguientes problemas por el método de igualacion:

1. En el estacionamiento de tu preparatoria hay 30 vehiculos, entre carros y motocicletas. Maria
contd que hay 84 neumaticos, jcuantos carros y cuantas motocicletas hay?

12

En la antigua Mesopotamia, existio una gran civilizaciéon, los babilonios, quienes fueron
los primeros que se conoce hasta la fecha, en resolver sistemas de ecuaciones lineales; dicha
civilizacion, llamaba a las incdgnitas con palabras como longitud. anchura, drea o volumen,
aunque estas incognitas no tuvieran relacion con problemas de medidas. Un ejemplo tomado de
una tablilla babilonica, plantea un sistema de ecuaciones comeo el siguiente:
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. % de anchura + longitud = 7 manos

¢ longitud + anchura = 10 manos

a) ;A cuantas manos equivale la anchura?

b) (A cuantas manos equivale la longitud?

Resuelve el sistema.

Para resolver un problema, podemos utilizar representaciones de figuras geometricas, las cuales faci-
litan la visvalizacién de los datos y las incognitas de este.

_ Ejemplo formativo 13.5

Resolucion:

Figura 13.5.

Paso 1. Despeja una de las incognitas
en una de las ecuaciones.

Si observamos las ecuaciones, en la
segunda ecuacion esta despejada la
incognita x

x=y+12

Paso 2. Sustituye la expresion obte-
nida en el paso 1, en la otra ecuacion.

(v+12)+p=30

Un abuelo, compré un terreno rectangular y dijo a los nietos,

que el que adivinara las medidas del terreno se quedaria con él;

la tnica informacion que les dio es que el perimetro del terreno v
es de 60 my que el largo mide 12 m m4s que su ancho. ;Puedes
determinar cuanto mide cada lado del terreno?

Para resolver este sistema de ecuaciones, usaremos el método de sustitucion.

T

y
y
)
1
]
{
)
i

Figura 13.5. Rectangulo con medidas x, y.
Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Sea x el largo y v el ancho del terreno. como se observa en la

Como el perimetro del rectangulo, es la suma de las longitudes de sus lados y es igual a 60 m, se obfie-
ne la ecuacion 2x + 2y = 60 o bien x +y = 30.

Otro dato aportado, es que el largo mide 12 m mas que su ancho, luego una segunda
ecuacion es x =y + 12, y se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales: { x+y=30

x=y+12

Paso 3. Resuelve la ecuacion que resulte.
2y=30—-12
2y=18
= -lv§v
¥ 5
y=9

Paso 4. Sustituye el valor encontrado en 1a ecuacion ob-
tenida en el paso 1, para encontrar el valor de la otra
incognita.
x=9+12

x=21

Paso 5. Comprobacion. El largo obtenido es 21 m y ancho es 9 m. El perimetro es por tanto
2(21) +2(9) = 60. El largo 21 — 12 = 9. Luego se cumplen las condiciones del problema.

Por lo tanto, el largo del terreno mide 21 m y el ancho 9 m.
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Actividad formativa 13.4
Resuelve los siguientes problemas por el método de sustitucion:

l. En un grupo de tu preparatoria, se realizé una encuesta de la preferencia entre el videojuego
Freefire® v Roblox®, el dia de la entrevista asistieron 36 alumnos y se sabe que al doble de los
estudiantes les gusta mas Freefire® que Roblox®. ;Cuantos alumnos prefieren Freefire® y cuantos
alumnos prefieren Roblox®?

2. Un hombre recibiria una liquidacion de $36,000.00 por sus 15 afios laborados, del cual le dijo a su
esposa ¢ hija que les darfa $27,000.00 y $9,000.00 respectivamente. Sin embargo, al momento de
ir al cajero solo disponia de 23,000 pesos, ,qué cantidad debe recibir su esposa e hija respetando
la proporcion inicial?

En fisica, se estudia el movimiento de un cuerpo a velocidad constante. La velocidad constante, es
cuando un objeto se mueve en linea recta y su velocidad se mantiene igual en todo momento. En otras
palabras, el objeto se mueve a la misma velocidad durante todo su recorrido.

La ecuacion para la velocidad constante es v = %; donde, d es la distancia recorrida, ¢ es el tiempo
transcurrido y v la velocidad del objeto.

Ejemplo formativo 13.6

Un hombre rema 16 km en dos horas rio abajo a una velocidad constante, o bien, 12 km rio arriba en
cuatro horas. Encuentra la velocidad con la cual, rema en agua tranquila y la velocidad de la corriente
del rio.

Resolucion:

Sea x la velocidad con la que rema en agua tranquila.

Sea y la velocidad de la corriente del rio.

Cuando se rema rio abajo, la velocidad efectiva es la suma de las velocidades que llevaria el remero
en agua tranquila con la velocidad del rio (x + y), y cuande se rema rio arriba es la diferencia (x — y).
Observa la siguiente tabla:

Distancia (km) | Tiempo (h) Velocidad (km/h)
Rio abajo 16 . 2 8
" Rio arriba 2 ' 4 3
x+y=8

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones que tenemos es: e

Resolvamos el sistema de ecuaciones por el método de reduccion.

Paso 1. Suma o resta las ecuaciones del sistema Paso 3. Sustituye el valor obtenido en el

g
para obtener una nueva ecuacion conuna incognita. ) paso 2, en cualguiera de las ecnaciones
x+y=R8 ¢ originales para encontrar el valor de la
x—y=3 ( otra incognita.
2r+0-11 ) P
Paso 2. Resuelve la ecuacion que resulte del paso ¢ _
anterior. ¢ y=238 —.1151
2v =11, de donde v = E =3
V _ —
( 2

w
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Paso 4. Comprobacion. La velocidad en agua tranquila obtenida es 5.5 km/h y la velocidad de la
corriente del rio es 2.5 km/h. La velocidad remando rio abajo es 5.5+ 2.5=8. La velocidad remando
rio arriba es 5.5 — 2.5 = 3. Luego se cumplen las condiciones del problema.

Por lo tanto, la velocidad con que rema el hombre en agua tranquila es 5.5 kim/h y la velocidad de la
corriente del rio es 2.5 km/h.

Ejemplo formativo 13.7

En una empresa cerca de tu comunidad, se invirtieron $10,000.00 en dos bonos que pagan el 10% y
15% de interés simple. Si el interés anual es de $1,350.00, ;cuanto se invirti6é en cada bono?

Resolucion:
Sea x el bono que paga el 10% y y el bono que paga el 15%.

Como el monto del interés anual es de $1.350.00, resulta 1a ecuacion 0.1x+ 0.15¢ =1350. Por otro lado,
el total de los bonos invertidos es de $10,000.00, de donde se obtiene que x + y = 10000 y por tanto se
tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

{ 0.Lr + 0.15y =1350

x+3=10000

Resolvamos el sistema de ecuaciones por el método de reduccion.

Sugerencia: Si al sumar o restar las dos ecuaciones, no se elimina ninguna de las incdgnitas, es nece-
sario multiplicar una o ambas ecuaciones por un nimero apropiado tal, que la suma algebraica de los
coeficientes de x o de y sumen cero.

Al sumar las dos ecuaciones no se elimina ninguna de las incognitas, hay que multiplicar la primera
ecuacion por —10, lo cual permite eliminar la incégnita x.

—10(0.Lx + 0.15y) = -10(1350) —x —1.5y=-13500
x+y = 10000 SE— x +y=10000
Paso 1. Suma o resta las ecuaciones del sistema para | Paso 3. Sustituye el valor obtenido en
obtener una nueva ecuiacion con una incognita ) el paso 2, en cualquiera de las ecuacio-
—x — L.5y=-13500 \ nes originales para encontrar el valor
x +y=10000 ) dela otra incognita.
0— 0.5y =—3500 | { x+y=10000
Paso 2. Resuelve la ecuacion que resulte del paso an-  {
terior. ( x=10000—y
;= 23500 {  x=10000—7000
-0.5 §

Paso 4. Comprobacion. El bono que paga el 10% es de 3000 pesos, por tanto, el interés anual es
de 300 pesos. El otro bono que es de 7000 pesos paga el 15% es decir 1050 pesos y la suma de los
intereses es 1350. Luego se cumplen las condiciones del problema.

Por lo tanto, el bono que pago el 10% fue de $3,000.00 y el del 15% fue el de $7,000.00.
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Actividad formativa 13.5

Resuelve los siguientes problemas por el método de reduccion:

l. Un avién vuela a velocidad constante de 800 km/h a favor del viento. mientras que conira el
mismo viento lo hace a 720 ki/h. Encuentra la velocidad del viento y la velocidad del avion en
aire tranquilo.

2. En tu salon, decidieron vender desayunos de tortas y hamburguesas para sacar fondos para el dia
de las madres, el costo de la torta es de $25.00 y de la hamburguesa $32.00, el lunes vendieron 100
desayunos y recolectaron un total de $2,815.00, ;qué se vendi6é mas, la torta o la hamburguesa?

%[EIE] EVALUACION FORMATIVA 13.1

L T T T T T L L T T T T T T T

1. Observala grafica de la Figura 13.6 v responde lo siguiente:

6}3\ _ VI | | a} (Elsistema es consistente o inconsistente?
5 (Por qué?
4
3 b) Determina el sistema de ecuaciones lineales.
2
1
. c) Calcula la solucion del sistema de ecuaciones.
ol 1 2 3 4 5 6x

Tigura 13.6. Grafica de un sistema de ecuaciones
lineales de 2x2.
Fuente: Elaboracion propia { GeoGebra, 2024).

I

Para resolver los siguientes problemas, utiliza sistemas de ecuaciones lineales y resuélvelos
mediante el método que consideres mas apropiado.

a) El perimetro de un tridngulo isésceles es de 37 cm. La medida de cada uno de los lados iguales
excede en 11 cm la medida del lado diferente, ;cuales son las medidas de los lados?

b) Un propietario recibio $112,000.00 por pago de renta de dos casas en un afio, siendo la renta
mensual de una de las casas $1,000.00 mas que la otra, ;cudl fue la renta mensual de cada una,
si la mas barata estuvo desalquilada cuatro meses?

c) En el laboratorio de tu escuela ocupan una solucion con alcohol al 90%, al buscar la solucion
encuentras dos soluciones con alcohol, una contiene alcohol al 80% y la ofra contiene alcohol al
96%. ;qué cantidad de cada solucion se debera usar para obtener 20 litros de una solucion con
alcohol al 80%?

SNBSS SR AE S LA S A SRS SRS RS SRS IS NSRS SRR S AR NS ARERE AR
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Autoevaluacion y coevaluacion 13.17

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Plantel: Grupa: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcidn que mejor refleje tu nivel de desempefio en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 13. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

Bueno Sobresaliente
de logro

Desempefio

Propicié un clima de comunicacion favorable
para el aprendizaje con mis compafieros.

Participé activamente con ideas para la toma ra-
zonada de decisiones.

Confribui colaborativamente en la refroalimen-
tacion de dudas de mis compaferos.

Apligué diferentes métodos de solucion de los
sistemas de ecuaciones lineales para resolver
problemas de indole diversa. (M3-C3)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compafiero del equipo que marque en la columna, la opcidon que mejor describa tu des-
empefio durante el trabajo en equipo en la progresién de aprendizaje 13 v que responda con honesti-
dad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

de logro Bueno Sobresaliente

Desempenio

Propicié un clima de comunicacién favorable
para el aprendizaje con mis companeros.

Participé activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribuy¢ colaborativamente en la retroalimen-
tacion de dudas de mis compaiieros.

Aplicod diferentes métodos de solucién de los
sistemas de ecuaciones lineales para resolver
problemas de indole diversa. (M3-C3)

Nombre y firma de quien coevalia
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Desigualdades y sistemas
de inecuaciones lineales
con dos Incognitas

Progresion de aprendizaje 14

Modela situaciones y resuelve problemas en los que se busca optimizar valores aplicando el teorema fundamental
de la programacion lineal y combinando elementos del lenguaje algebraico que conciernen al estudio de desigual-
dades y sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas.

En proceso

Metas de aprendizaje de logro

Bueno . Sobresaliente

M4-C2 Argumenta a favor o en contra de afir- |
maciones acerca de situaciones, fenomenos o
problemas propios de la matematica, de las :-
ciencias o de su contexto.

M4-C3 Construye y plantea posibles solucio-
nes a problemas de Areas de Conocimiento, :
Recursos Sociocognitivos, Recursos Socioe- -
mocionales y de su entorno, empleando técni-
cas y lenguaje matematico.

M3-C4 Organiza los procedimientos emplea- :
dos en la solucién de un problema a traves de !
argumentos formales para someterlo a debate -
o a evaluacion.

EasE ek A
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| EVALUACION DIAGNOSTICA 14.1

1. Activa los conocimientos previos relacionando la descripcion con el concepto.

i Descripeion Concepto

|a) ;Queé significa resolver un sistema de ecuaciones? ( ) Solucidn del sistema.

|b) Es _el conjunto de todos l_os pares ordenados (x, v) que ( y | aliareodas s soludiones:

| satisfacen a ambas ecuaciones.

|c) Meétodos que puedes utilizar para resolver un sistema de ( ) _—
ecuaciones. =

|d) Signos que se usan para representar desigualdades. ( ) 3x-224.

ie) Ejemplo de designaldad. ( ) Grafico, reduccion.

magina a un agricultor en Sinaloa, trabajan-

do arduamente en sus tierras para asegurar
una cosecha abundante y rentable. Tiene a su
disposicion dos tipos de cultives: maiz y fri-
jol. Cada hectarea de maiz requiere una inver-
sion considerable en semillas y fertilizantes,
pero ofrece un buen rendimiento econdmico.
Por otro lado, el frijol es menos costoso de
sembrar, aunque su beneficio por hectarea es
menor.

El agricultor cuenta con un presupuesto
limitado, tanto para semillas como para ferti-  Figura 14.1. Siembra de maiz.
lizantes, y debe tomar decisiones estratégicas ~ Folografia, Cesar Pilar Quintero Campos.
para maximizar sus beneficios sin exceder sus
recursos disponibles. Ademas, debe considerar las restricciones de tiempo y mano de obra para asegurar-
se de que sus decisiones sean viables.

Por ejemplo, si un agricultor quiere minimizar los costos de produccidn en su parcela debe conside-
rar que para cultivar una hectarea de frijol. necesita $5.000.00 en semillas y $5.000.00 en fertilizantes.
mientras que para cultivar una hectarea de maiz, gasta $10,000.00 en semillas y $5,000.00 en fertilizan-
tes. El agricultor tiene $180,000.00 disponibles para semillas y $120,000.00 disponibles para fertilizan-
tes, jcudntas hectareas de frijol y maiz debe cultivar para minimizar sus costos de produccién?

En este contexto, para lograr lo anterior surge la necesidad de aplicar técnicas matematicas avan-
zadas para optimizar sus decisiones de cultivo. Aqui entra en juego la programacion lineal, una he-
rramienta que permite modelar estas situaciones de optimizacion, mediante el uso de desigualdades
y sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas, el agricultor puede determinar la combinacién
optima de hectdreas de maiz y frijol que maximiza sus beneficios mientras cumple con todas las res-
tricciones de recursos.

Asi, la optimizacion de valores en la resolucion de problemas juega un papel importante donde se
busca maximizar beneficios, y minimizar costos asociados en alguna sitnacion para encontrar la solu-
cién éptima considerando restricciones.
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Elementos del lenguaje algebraico que conciernen al estudio de desigualdades

Desigualdades lineales con dos incognitas

Una inecuacion lineal con dos variables es una expresion de la forma ax + by < ¢ (0 bien, >, <, =) con
a, by ¢ € R. Una inecuacion lineal relaciona dos cantidades desconocidas a traveés de una desigual-
dad como mayor que (>), menor que (<), mayor o igual que (=) o menor o igual que (<). Por ejemplo,

w_n

2x + 3y <10, es una designaldad lineal con las variables “x” y “p”.

Interpretar geométricamente una desigualdad de dos variables implica visualizar la region en el plano
cartesiano que satisface la inecuacion. Para hacerlo, primero graficamos la recta correspondiente a la
ecuacion que resultaria si reemplazamos la desigualdad por una ignaldad (=). Luego, utilizande un punto
de prueba, determinamos qué region del plano satisface la inecuacion.

Ejemplo formativo 14.1

Traza la grafica de la siguiente inecuacién lineal con dos variables 2x + 3y < 10.
Resolucion:

Paso 1. Sustituye el signo de la desigualdad por un signo igual (=) y traza la gréfica de la ecnacion re-
sultante. En caso de que la inecuacion tenga signo menor que (<) o mayor que (>), usa una linea pun-
teada; si la inecuacidn tiene signo menor o igual que (<) o mayor igual que (=), usa una linea sélida.

2x+3y<10

Para graficar una ecuacion lineal, basta con encontrar dos puntos; en este caso consideremos el inter-

6 »

cepto con el eje “x” y el intercepto con el eje “y”.

Parax=0 , Paray=0 4}ii _
3 |
200)+3y=10 ) 2x+3(0)=10 ~1l(0,%)
} o |
{ 3 . i i 1
— ,] — e
31/' =10 ) 2r =10 el 2x + 3_‘_1/’ =10
=10 =10 2N
B T2 T
§ x=35 1 _ i"‘.\
) o o Figura 14.2. Grafica de la
! “~.(5, 0) ecuacion 2x + 3y = 10.
{ e » Fuente: Elaboracion pro-
! 0 1 2 3 4 'S*.x pia (GeoGebra, 2024).

Los dos puntos son entonces (0, %}y (5, 0) con los cuales podemos trazar la recta 2x + 3y =10 con linea
punteada por ser el signo de la désignaldad menor que (<) como se muestra en la Figura 14.2.

Paso 2. Selecciona un punto de prueba en cada region (semiplano), por abajo de la grafica (semiplano
inferior) y por arriba de la grafica (semiplano superior) como se muesira en la Figura 14.3.

Punto de prueba por , Punto de prueba por A
abajo de la grafica: | arriba de la grafica:
(0‘ 0) J (35 2} ;\-\“ . 2.’( +3’]/’ = 10
2e+3p<10 2x+3y <10 T
( 2 sl
2000 +3(0)<10 | 23)+32)<I0 '3,2)
{ *al Figura 14.3. Puntos de
0<10 { 12 <10 1 : | i E S - prueba para la inecua-

y T cion 2x + 3y < 10.

Satisface la des- ) No satisface la des- (0,0) NG Fuente: Elaboracion

igualdad. | igualdad. 0 T 2 3 4 BxX Sy (GeoGebra,
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Tigura 14.4. Conjunto solucion de la inecuacion
con dos variables 2x + 3y < 10.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

er‘("g Fw + &,

Por lo anterior, se conoce que los puntos que satisfacen la inecuacion se encuentran en el semiplano
inferior, Por lo tanto, el conjunto solucion de la inecuacion 2x + 3y <10 esta representado geomeétrica-
mente por el semiplano inferior (ver Figura 14.4).

o| W
L)

Resolucion de sistemas de desigualdades lineales con dos incognitas

Para la resolucion de sistemas de designaldades lineales con dos incognitas utilizaremos el método grafico.
La grafica de un sistema de designaldades de dos variables en el plano cartesiano es el conjunto de todos
los pares ordenados (x, y) que satisface simultineamente cada desigualdad en el sistema, es decir, geome-
tricamente,. la interseccion de los semiplanos que contienen las soluciones de cada inecuacion. La grafica
de un sistema de desigualdades puede obtenerse razando la grafica de cada desigualdad individualmente y,

después, determinando si se intersecan o no.

Ejemplo formativo 14.2

Resolucion:

{

mos el intercepto con el eje “x” y el intercepto con el eje “y

x+2y=1
x+2y<10

W o m

Vamos a resolver graficamente el siguiente sistema de desigualdades lineales con dos incégnitas.

Consideramos primeramente las ecnaciones lineales que se obtienen al sustituir el signo de la desigualdad
por un signo (=), para trazar las rectas correspondientes en el plano cartesiano. En este caso, determinare-
, e cada una de las ecuaciones.

Pensamiento Mateméticoll | 145 |



x+2y=1

Parax=0 Paray =10
(0)+2y=1 x+2(0)=1
2y=1 x=1
v:i
y=s5

Los puntos a graficar son:

[0‘ l) v (1,0)

Se usa una linea sélida porque el signo de la
desigualdad es >. Ver figura 14.5.

Y
- (0.5)
.
T x+2y=10
7051 N N I .
2 T (0,0
\'.\. (1.0) “\(‘ >
x+20=1 T

Tigura 14.5. Guaficas de las ecuacionesx + 2y =1, x + 2y =10.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

x+t2y>1
Punto de pueba por  Punto de prueba por
abajo de la grafica, amriba de la grafica,

(0,0). (2,2).
(0)+2(0)=1 (2) +2(2)>1
0>1 6=>1
No satisface la No satisface la
desigualdad. desigualdad.

Por lo tanto, el conjunto solucion de la inecua-
cidbn x + 2y >1, estd representado geometrica-
mente por el semiplano superior.

X
e
Figura 14.7. Conjunto solucion de cada inecuacion lineal de
dos variables. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

(0. 0)

x+2y=10
Parax=10 Paray=20
(0)+2y=10 x+2(0)=10
2y=10 x=10
‘lrl :lg
Y=
y=5

Los puntos a graficar son:
(0,5)y (10, 0)

Se usa una linea punteada porque el signo de
la desigualdad es <. Ver Figura 14.5.

Ry
[Fad x+2yr<lI0
o(6.3) |
5] FMa
o(2:2) sl
\ 4 1 1 1 1 1 1 -;‘.\\\.
N w
0,0 Nx+2v=1 X

Figura 14.6. Puntos de prueba para cada inecuacién x + 2y = 1,
xt2y<10.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024 ).

Tomar los puntos de prueba como se muestra en la Figura 14.6.

x+2y<10
Punto de prueba por  Punto de prueba por
abajo de la grifica, arriba de la grafica,

(2,2). (6. 3).
2)+2(2)<10 (6)+2(3)=<10
6 <10 12<10
No satisface la No satisface la
desigualdad. desigualdad.

Por lo tanto, el conjunto solucién de la inecua-
cion x + 2y <10, esta representado geométrica-
mente por el semiplano inferior.

(0,0)| N T2yl e x

Figura 14.8. Conjunto solucion del sistema de inecuaciones.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).
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Por tanto, el conjunto selucion del sistema es la interseccidn de ambos semiplanos, como aparece som-
breado en la Figura 14.8.

. Actividad formativa 14.1

1. Resuelve graficamente los siguientes sistemas de desigualdades lineales con dos incdgnitas.

i rt+y=0
22—y >1 o [ 2yl ; y;o
) Ix—ysl ) 2x—y<1 ¢ r_j 3_
: x<

La programacion lineal

La programacién lineal es una herramienta para la toma de decisiones utilizada para optimizar (maxi-
mizar o minimizar) una funcion lineal sujeta a un conjunto de restricciones expresadas también de forma
lineal. Ia funcién lineal por optimizar se denomina funcién objetivo, y las restricciones se expresan me-
diante un sistema de inecuaciones lineales a resolver. Se utiliza en diversos campos como la economia, la
ingenieria, la gestion de operaciones, la logistica y otros, para resolver problemas de optimizacion.

En esta progresion se abordarin situaciones de programacion lineal en dos dimensiones v su expre-
sion general es, por tanto:

Funcion objetivo: f(x, y) =a *x + b » y — Maximo o minimo, donde @ y & son dos constantes.

a*x+by>c
a,*x+by,*v>c,

. ca.b,c,i=1,2, -, kson constantes.
Restricciones S S Py

a,*x+b.,ey>c,

El simbolo mayor que (>) se representa por una desigualdad se- N
gun sea la situacion, como se describe a continuacién: mayor que (>), |
menor que (<), mayor o igual que (>), menor o igual que (<). General-
mente, una de las restricciones es que los valores de las variables sean
mayores o iguales que cero, esdecirix=0e y= 0.

Funcion objetivo
f[-".-}’} = X +.1'I

\2x +p< 120

La region formada por el conjunto de puntos (x, y) que son po- Folucitn, optima
sibles soluciones se llama region factible, como se muestra en la

Figura 14.9. El conjunto de valores para las variables (x, v) de deci-

sién que cumple con todas las restricciones del problema se llama x>0

i . +3¥ <80
solucién factible.

Asimismo, a los valores para las variables (x, y) de decision que ¥ = NS
maximizan o minimizan la funcion objetivo de la situacion se les (0.0) y=0 )
llama solucion 6ptima y siempre se encuentran en la frontera de 1a  gigura 14.0. Region factible.
region factible. Fuente: Elaboracion propia (GeoGe-

bra. 2024).
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Actividad formativa 14 .2

1. Relaciona la descripcidn con el concepto.

Descripcion Concepto
a) Condiciones o limitaciones que deben cumplir las variables de ( Y Funcidiobici
decision en un problema. ) '
b) Representa el objetivo o criterio que se desea optimizar. ( ) Restricciones.
c) Region formada por el conjunto de puntos que son posibles I
<o borhe: ( ) Programacion lineal.
d) Herramienta para la toma de decisiones. ( ) 3x—2y>4.
e) Ejemplo de inecuacion lineal con dos variables. ( ) Region factible.

Teorema fundamental de |a programacion lineal

En un problema de programacion lineal con dos variables, si existe una solucién tinica que op-
timice la funcion objetivo, ésta se encuentra en un punto extremo (vértice) de la region factible
acotada, nunca en el interior de dicha region.

Tipos de soluciones en programacién lineal

La solucion de un problema de programacion lineal para dos variables puede clasificarse, atendiendo al

tipo de solucién que presenta, como se describe en la Figura 14.10, 14.11, 14.12 y 14.13,

}‘dl 1’1. . . . . . . - y
Funcién objetivo i

fey)=x+y

| Funeién objetivo | KC
TfEV=%+3 |
Solucion optima - ?Solucién dptima
(30, 40) e (40, 40) i T
i - Funcién objetivo
SO y)=[2x + 3y

> (0,0) 7 N X

(0,0) (50,0) x  (0,0) L
Figura 14.10. Region factible con solu- Figura 14.11. Region factible con solu- Figura 14.12. Region factible con solu-
cion inica optima. cion optima multiple. cién no acotada.
Fuenre: Elaboracion propia (GeoGebra,  Fuente: Elaboracion propia (GeoGe- — Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra,
2024). bra, 2024). 2024).

Pasos para resolver situaciones mediante programacion lineal
Paso 1. Definir el problema. Identificar el objetivo y las restricciones que se deben cumplir.

Paso 2. Identificar las variables. Identificar las variables que representan las cantidades que se desean
determinar (maximizar o minimizar).

Paso 3. Definir la funcion objetive. Formular una funcidn lineal que exprese el objetivo a maximizar
o minimizar.

Paso 4. Establecer restricciones. Identificar y formular las restricciones que limitan las variables de
decision.

Paso 5. Representar graficamente las restricciones, Dibujar las restricciones en el plano cartesiano,

Paso 6. Encontrar la region factible. Identificar el conjunto de soluciones que satisfacen todas las
restricciones del problema.
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Paso 7. Identificar el vértice Optimo. Representa la solucion op-
tima que maximiza o minimiza la funcién objetivo dentro de las
restricciones establecidas.

Paso 8. Interpretar la solucion. Se busca entender qué represen-
tan las variables de decisién v cdmo afectan al problema en cuestion.

_ Ejemplo formativo 14.3

Un agricultor quiere minimizar los costos de produccion en su par-
cela. Para cultivar una hectarea de frijol, gasta $5,000.00 en se-
millas y $5,000.00 en fertilizantes. Para cultivar una hectarea de L
maiz, gasta $10,000.00 en semillas y $5,000.00 en fertilizantes. El 0 2 4 6 8 WX
agricultor tiene $180,000.00 disponibles para gastar en semillas y f;lg'-lfﬂ 14. 1135230111_‘3_1% no factible. X
$120,000.00 disponibles para gastar en fertilizantes, si va a culfivar zg._‘:’jfi‘* HRE SRR Sp e
tanto frijol como maiz, cudnticas hectéreas de cada tipo debe culti-

var para minimizar los costos?

Resolucion:

Paso 1. Definir el problema. El agricultor quiere conocer cuantas hectareas de frijol y maiz debe culti-
var para que los costos de produccién se minimicen, cumpliendeo las siguientes restricciones: gasto en
semillas menor igual que $180,000.00 y gasto en fertilizantes menor igual que $120,000.00.

Paso 2. Identificar las variables.
Cantidad de hectareas de frijol a cultivar: x

Cantidad de hectéreas de maiz a cultivar: y

Paso 3. Definir la funcién objetivo.
Costo total de produccion frijol = semillas + fertilizantes = 5000x + 5000x = 10000x
Costo total de produccion mai== semillas + fertilizantes = 10000y + 5000y = 15000y
Funcion objetivo: f(x, ) =10000x + 15000y

Paso 4. Establecer restricciones.

5000x + 10000y < 180000 <~ Semillas
5000x + 5000y < 120000 «— Fertilizantes
x > 0 < Héctareas de frijol
3 > 0 <> Héctareas de maiz

Restricciones:

Paso 5. Represeniar graficamente las restricciones. Se considera cada inecuacion del sistema de
inecuaciones, como una ecuacién lineal sustituyendo los signos de las desigualdades por el signo

=", para trazar, sobre un sistema de ejes coordenados, las rectas correspondientes, como se observa
en la Figura 14.14.

5000x + 10000y = 180000 5000x + 5000y = 120000 x=0 y=0
Parax=0,y=18 Parax =0,y =24 Ejey Eje x
Paray=0,x=36 Paray=0.x=24

Pares ordenados Pares ordenados

(0, 18), (36, 0) (0, 24), (24, 0)
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Yy
E (0, 18)\5000x+ 5000y = 120000 50
i A b
(12:12) H a3
I i e ~.5000x+10000y=180000 & T
m“ ........ ) 1 |1 \/\ I N | an) I:"
x=0 I B ] x> 0"/ (LY N

| S0 58 5 1 W 6 0 A S S il il | I V4 v
L £S g 74

B y=0 Hectareas de frijol »=h Hectareas de frijol
Figura 14.14. Método grafico (sistema de ecuaciones). Figura 14.15. Restricciones en el plano cartesiano.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024). Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Para determinar, en cada caso. a qué o cual semiplano corresponde el conjunto solucién de la inecuacion,
considera un punto cualquiera del plano cartesiano y comprueba si se satisface la desigualdad.

5000x + 10000y < 180000; para el par ordenado (0, 0), 0 < 180000, cumple.
5000x + 5000y < 120000; para el par ordenado (0, 0), 0 < 120000, cumple.

Paso 6. Encontrar la region factible. Se observa en la Figura 14.15 el conjunto de soluciones que satis-
facen todas las restricciones del problema. Asi mismo, en la Figura 1416 se muestra la region factible.

5000x + 5000y < 120000 5000x + 5000y < 120000
Y4 / B /

4 (0, ] | | N(0,18)N | | Funcionobjetivo
_; : T g e factible f(x, 7)=10000x+ 15000y
@ | = Ll D N

S I A O I & olucion optima | |

:E 000x + IOOOOy <180000 ‘% +.5000x+10000v=180000
& wainm = | Region factible VAREEE

x>0 ' g :rzO__: ible
Solucion >0 ™ Ll i 7 Solueién factible ' 'y = 0 (2&} {)} X

Hectéreas de frijol Hectareas de fiijol

Figura 14.16. Region factible y soluciones (vértices). Figura 14.17. Solucion optima v soluciones factibles.
Fuente: Elaboracion propia ( GeoGebra, 2024). Fuente: Elaboracion propia ( GeoGebra, 2024).

Paso 7. Identificar el vértice éptimo. Se deben sustituir todos los pares ordenados (vértices), soluciones
factibles ( ver Figura 14.17) en la funcién objetivo f(x, ) = 10000x + 15000y

(0, 0) =10000(0) + 15000(0) = 0
£(0,18) = 10000(0) + 15000(18) = 270000
(12, 12) = 10000(12) + 15000(12) = 300000
(24, 0) = 10000(24) + 15000(0) = 240000

Paso 8. Interpretar la solucién. Por tanto, como se pide cultivar tanto maiz como frijol, el agricultor
debe cultivar 12 hectareas de frijol y 12 hectareas de maiz para minimizar sus costos de produccion.
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Actividad formativa 14.3
Resolver el siguiente problema aplicando la programacion lineal.

Un agricultor tiene dos tipos de cultivos que puede sembrar en su parcela: maiz y frijol. El agricultor
quiere determinar cuantas hectareas de cada cultive debe sembrar para maximizar su beneficio total,
mismo que esta sujeto a las signientes restricciones.

Cada hectérea de maiz requiere dos horas de trabajo y dos unidades de fertilizante, cada hectarea de
frijol requiere dos horas de trabajo y una unidad de fertilizante, el agricultor dispone de un total de 140
horas de trabajo y 100 unidades de fertilizante, el beneficio por hectarea de maiz es de $20,000.00 y el
beneficio por hectdrea de frijol es de $12,000.00.

Resolucion:

Paso 1. Definir el problema.

Paso 2. Identificar las variables.

Paso 3. Definir la funcion objetivo.

Paso 4. Establecer restricciones.

Paso 5. Representar graficamente las restricciones. Se considera cada inecuaciéon del sistema de
inecuaciones, como una ecuacién lineal sustituyendo los signos de las desigualdades por el signo “=",
para trazar, sobre un sistema de ejes coordenados, las rectas correspondientes. Apoyarse en el plano

cartesiano de [a Figura 14.18.

X= =
Parax=___ y=_ Parax=__ ,y=__ Ejey Ejex
Paray=_ . x=_ Paray=__ . x=
Pares ordenados Pares ordenados
( , ) ( , ) , ) ( , )
R Ya
100 t i i i 100
90 | ! ! ! ! ! ! ! 90
80 i 30
70 i 70
60 | ! ! ! ! 60
50 i f i 50
40 | | ! | ! 40
30 i 30
20 i i i 20
10 i T i 10
0 10 20 30 40 50 60 70 80 X 0 10 20 30 40 50 60 70 80 X
Figura 14.18. Restricciones en el plano cartesiano. Figura 14.10. Region factible y soluciones (vértices).
| Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024). Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).
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Para determinar, en cada caso, qué semiplano corresponde el conjunto solucion de la inecuacion se
considera un punto cualquiera del plano cartesiano y se conoce si se satisface la desigualdad. Apoyarse
en la Figura 14.19.

Paso 6. Encontrar la regién factible.

Paso 7. Identificar el vértice 6ptimo. Se deben sustituir todos los pares ordenados (vértices) soluciones
factibles en la funcion objetivo:

Jlx, )=

Paso 8. Interpretar la solucion.

En el uso del teorema fundamental de la programacion lineal también puedes usar métodos alge-
braicos y evitar realizar las graficas. Para realizar las graficas puedes hacerlo aplicando GeoGebra, asi
mismo, con el método PHPsimplex en la opcién del método grafico.
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& 30E EVALUACION FORMATIVA 14.1

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Resuelve los siguientes problemas de optimizacion utilizando la programacion lineal por el método
gréfico.

1. Como apertura, en un restaurante de sushi, pizzas y hamburguesas deciden crear dos paquetes
(charolas) de promocion: la primera promocion consta de dos sushis mar y tierra, dos pizzas de
pepperoni y una hamburguesa clasica con papas; y la segunda promocion: tres sushis mar y tierra,
una pizza de pepperoni v dos hamburguesas cldsicas con papas. Para ello destinaron, 40 sushis, 32
pizzas y 25 hamburguesas.

El primer paquete se vende en 300 pesos y el segundo en 350 pesos.

a) (Cuantos paquetes de cada tipo se deben vender para obtener los mayores ingresos?

b) Sicada paquete obtiene un beneficio del 30%, ;cudl sera el beneficio total?

]

La modista que hace los vestidos mds exclusivos en Sinaloa para bodas y fiestas de XV afios,
necesita para su elaboraciéon 20 minutos de trabajo manual y de 30 minutos en trabajo con la
maquina para los vestidos de bodas y, para los vestidos de XV afios necesita 20 minutos de trabajo
manual y 10 de trabajo con la maquina de coser.

Si la modista al mes dispone de 180 horas totales de las cuales usa 100 horas para trabajo manual
y 80 para trabajar con la mdquina, sabiendo que la ganancia por vestido es de $500 y $400
respectivamente, ;como podria la modista obtener el maximo beneficio?

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Autoevaluacion y coevaluacion 14.1°

AUTCEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna la opcion que mejor refleje tu nivel de desempeifio en el proceso para el
aprendizaje de la progresién de aprendizaje 14. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

de logro Bueno Sobresaliente

Desempeno
Propicié un clima de comunicacion favorable para el
aprendizaje con mis compafieros.

Participé activamente con ideas para la toma razonada
de decisiones.

Contribui colaborativamente en la retroalimentacion
de dudas de mis compansros.

Formule argumentos claros. estructurados y fundamen-
tados en la evidencia recopilada al resolver un problema
de programacion lineal. (M4-C2)

Plantee un problema de programacion lineal emplean-
do técnicas de sistemas de inecuaciones lineales. (M4-
a3)

Organicé la informacion relevante relacionada con un
problema de programacion lineal. (M3-C4)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compaiiero del equipo que marque en la columna la opcion que mejor describa tu desem-
peiio durante el trabajo colectivo, una vez concluida la progresion de aprendizaje 14, y que responda con
honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

Bueno Sobresaliente
de logro

Desempenio
Propicio un clima de comunicacion favorable para el
aprendizaje con mis conipaneros.

Participo activamente con ideas para la toma razonada
de deciziones.

Contribuyé colaborativamente en la retroalimentacion
de dudas de mis compaiieros.

Formulé argumentos claros, estructurados y fundamen-
tados en la evidencia recopilada al resolver un problema
de programacion lineal (M4-C2)

Planted un problema de programacion lineal emplean-
do técnicas de sistemas de inecuaciones lineales. (M4-
3)

Organizo la informacion ralevante relacionada con un
problema de programacion lineal. (M3-C4)

Nombre y firma de quien coesvaltia
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Bibliografia de consulta para el estudiante y el profesor

Bibliografia consultada

Aguilar, A., Bravo, F. V., Ceron, M. v Reyes, R. (2009). Matematicas simplificadas (Segunda ed.). Pearson.

Artacho, A. (16 de mayo de 2024). La Piramide de Keops y el Teorema de Tales. Matematicascercanas.com. Disponible en:
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Garcia, N. A., Cabrera, M. A. (2023) Pensamiento Matemdtico 2. Conecta Editores.
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SEP (2023a). dcuerdo mimero 09/08/23 por el que se establece y regula el Marco Cuwricular Comun de la Educacion Media
Superior. Diario Oficial de la Federacion.

SEP (2023b). Orientaciones Pedagogicas del recurso sociocognitivo pensamiento matemdtico. SEMS.

SEP (2023c). Progresiones de aprendizaje del recurso soctocognitive pensamiento matemdtico. SEMS.

SEP (2023d). Programa de estudios del Recurso Sociocognitive Pensamiento Matematico I. Secretaria de Educacion Publica.

Spiegel, M. R., y Mover, R. E. (2007). ATgebra superior (Tercera ed.). McGraw-Hill,

Sullivan. M. (2013). Algebra v Tiigonometria (Novena ed. ). Pearson.

Vizearra, F., Forneiro, R., Flérez, A., y Sosa, C. E. (2022). Matemdticas II. Algebra para Bachillerato Por Competencias. Ser-
vicios Editoriales Once Rios.

Yle, A TJuarez, J. Ay Florez, A. (2017). Matemdticas 1. Aritmética v dlgebra para bachilleraio por competencias. Once Rios.

Referencia a las fiientes de consulta de tablas

Tabla 2.1 Productos notables. Furente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Tabla 2.2 Factorizacion de polinomios. Fuente: Elaboracion propia (Word. 2024).

Tabla 4.1 Criba de Eratostenes. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Tabla 12.1. Diferentes representaciones de una funcion matematica. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Tabla 13.1. Sistemas de ecuaciones lineales de 22 consistentes e inconsistente. Fuenfe: Elaboracion propia (Word, 2024).
Tabla 13.2. Mgtodos algebraicos para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Referencia a las fuientes de consulta de imagenes

Figura 1.1. Traduccion del lenguaje natural al lenguaje matematico. Fuenfe: Wordwall (Smunizeh, 2024).

Figura 2.1. Crucigrama de términos matematicos. Fuente: Elaboracion propia. (Excel. 2024).

Figura 2.2. Elementos que conforman ¢l monomio. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 2.3, Elementos de un término algebraico. Fuenfe: Elaboracion propia (Word. 2024).

Figura 3.1. Palomas. Fuenfe: Susana Rosique. Disponible en: https://www.hacerfamilia.com/educacion/noticia-palomas-gavi-
lan-fabulas-ninos-20150611112432.html

Figura 3.2. George Polya. Fuente: Instituto de matematicas TUNAM. Disponible en: https:/paginas. matem unam. mx/cprieto/
biografias/biografias-de-matematicos/biografias-de-matematicos-p-t/polya-george

Figura 3.3, Distribucion del huerto escolar. Fuenfe: Elena Ruelas, Autodesk ID 2024.

Figura 3.4. Dimensiones del huerto. Fuenfe: Elena Ruelas, Autodesk ID 2024.

Figura 3.5, Canchas de voleibol v basquetbol. Fuente. Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 5.1. Minimo comin miltiplo y maximo conmin divisor de nimeros compuestos. Fuenfe: Elaboracion propia (PowerPoint,
2024).

Figura 5.2. Division y distribucion de las parcelas (maximo comun divisor). Fuenfe. Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 6.1. Relacion entre perimetro y el diametro. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 6.2. Longitud de la diagonal de un cuadrado de lado una unidad. Fuente: Elaboracion propia (Word. 2024).

Figura 6.3. Propiedades de los ntimeros reales. Fuenfe: Elaboracion propia, (Word, 2024).

Figura 6.4. Representacion grafica de las medidas de una hectarea (1000 m’). Fuente: Elaboracion propia (Word. 2024),

Figura. 7.1. Triangulos semejantes que se forman por la proyeccion del sol sobre la Piramide de Keops y sobre un baston. Los
angulos de los riangulos formados son iguales, por lo tanto, dichos tridngulos son semejantes. Disponible en: hrtps://
matematicascercanas.com/2014/04/06/la-piramide-de-keops/ Fuente: Elaboracion propia (Word. 2024).

Figura 9.1. Terrenos de areas con figuras irregulares. Fuerife: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 9.2. Area con forma irregular. Fuente: Elaboracion propia (Word. 2024).

Figura 9.3. Triangulo. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 9.4, Base vy altura de un triangulo. Fuente: Elaboracion propia ( Word. 2024).

Figura 9.5. Arca del A4BC. Fuente: Elaboracion propia (Word. 2024).

Figura 9.6. Triangulo rectangulo. Fuenfe: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 9.7. Triangulo escaleno. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 9.8. Region sombreada del cuadrado. Fuente: Elaboracién propia (Word, 2024).

Figura 9.9. Diagonales del cuadrado. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024 ).
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Tigura 9.10. Triangulos de area S. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 9.11. Cuadrado 48CD. Fuente: Elaboracion propia (Word. 2024).

Figura 9.12. Trapecio. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 9.13. Tipos de trapecio. Fuenfe: Elaboracién propia (Word, 2024).

Figura 9.14. Trapecio rectangulo. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 9.15. Areas A, y A, de dos terrenos. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 9.16. Areas de terrenos divididas en figuras geométricas conocidas. Fuente: Elaboracién propia (Word, 2024).

Figura 9.17. Trapecio isoceles de drea 4. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 9.18. Trapecio de area B. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 9.19. Poligonos regulares. Fuenfe: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 9.20. Apaotema (a) de un poligono regular. Fuente: Elaboracién propia (Word, 2024).

Tigura 9.21. Hexagono inscrito y otro circunserito a una circunferencia. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 9.22. Hexagono inscrito. Fuente: Elaboracion propia (Word. 2024).

Tigura 9.23. Hexagone circunscrito. Firenfe: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 9.24. Hexagono. Fuente: Elaboracién propia (Word. 2024).

Figura 9.25. Circulo y circunferencia. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 9.26. Elementos principales del circulo. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 9.27. Area con forma irregular. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 9.28. Area de un sector circular. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 10.1 Triangulo rectangulo. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 10.2. Representacion geométrica del teorema de Pitdgoras. Las lewras ¢ y “b”" representan los catetos del tridangulo y la
letra ¢ la hipotenusa. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024 ).

Tigura 10.3. Triangulo rectangulo con valor de la hipotenusa desconocido. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 10.4. Triangulos rectangulos con el valor de un cateto desconocido. Fuentfe: Elaboracion propia (Word. 2024).

Tigura 10.5. Distancia de un punto fijo a la punta de la torre. Fuente: Elaboracion propia (Word. 2024).

Figura 10.6. Ubicacion del empaque VITANOVA — Fresh produce. Fuente: Google Maps. 2024.

Figura 10.7. Criterio de Congruencia Lado-Angulo-Lado. Fuente: Elaboracion propia (Word. 2024).

Figura 10.8. Criterio de Congruencia Angulo-Lado-Angulo. Fuiente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 10.9. Criterio de Congruencia Angulo-Angulo-Lado. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024),

Figura 10.10. Criterio de Congruencia Lado-Lado-Lado. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 10.11. Criterio de semejanza Lado-Lado-Lado. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 10.12. Criterio de semejanza Lado-Angulo-Lado. Fuenre: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 10.13. Criterio de semejanza Angulo-Angulo. Fuente: Elaboracién propia (Word, 2024).

Figura 10.14. Calculo de la alura de un edificio. Fuenre: Fotografia, Asia Cecelia Carrasco Valenzuela. Fuente: Elaboracion
propia (Word, 2024).

Tigura 10.15. Tales de Mileto. Fuente: Ilustracion de la obra de Ernst Wallis, 1877.

Figura 10.16. Triangulo de Napoledn. Fuente: Elaboracion propia (Word. 2024).

Figura 11.1. Plano cartesiano. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 11.2, Plano cartesiano. Fuenfe: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 11.3. Triangulo .4 BC. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 11.4. Triangulo 45C. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024 ).

Figura 11.5. Triangulo 4BC. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 11.6. Triangulo 45C. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024 ).

Figura 11.7. Plano cartesiano. Fuente: Elaboracion propia ( GeoGebra, 2024).

Figura 11.8. Distancia entre dos vértices de un tridngulo. Fuenre: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 11.9. Plano cartesiano. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 11.10. Plano cartesiano. Fuenfe: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 11.11. Plano cartesiano. Firente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 11.12. Distancia del punto A4(x;, ;) a la recta Ax, + By, + C. Furente: Elaboracion propia (GeoGebia, 2024).

Figura 11.13. Distancia del punto C a la recta que pasa por los puntos 4 v B. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 12.1. Proceso de resolucion de un problema real. Fuenfe: Elaboracion propia, (Word, 2024).

Figura 12.2. La temperatura ambiente en cierto lugar en cada instante del dia. Fuente: Elaboracion propia, (GeoGebra, 2024).

Figura 12.3. La funcion como una maquina de entrada y salida. Fieente: Elaboracion propia, (Word, 2024 ).

Figura 12.4. Graficas que representan o no a una funcion. Fuente: Elaboracion propia [ GeoGebra. 2024).

Figura 12.5. Monotonia de una funcion. Fizente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 12.6. Monotonia de una funcion. Fuenfe: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 12.7. Relaciones. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 12.8. Graficas de una ecuacion. Fuenre: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 12.9. Pendiente de una funcion lineal. Fuente: Elaboracion propia (Demos, 2024).

Figura 12.10. Funcion lineal. Fuente: Elaboracion propia (Excel, 2024 ).

Figura 12.11. Grafica de f{x) = x2. Fuenfe: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 12.12. Grafica de fix) = =", Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 12.13. Efecto del parametro @ en la monotonia de la funcion f{x) = ax’. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Tigura 12.14. Efecto del parametro a en la concavidad de la funcion f{x) = ax. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 12.15. Funcion cuadrética. Fuente: Elaboracion propia (Excel, 2024).

Figura 12.16. Funcion cuadratica. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).
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Figura 12.17. Grafica de fix) = x*. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra. 2024).

Figura 12.18. Grafica de flx) = —x*. Fuenite: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 12.19. Efecto del parametro @ en la monotonia de la funcion f{x) = ax?. Fuente: Elaboracién propia (GeoGebra, 2024).

Figura 12.20. Efecto del parametro a en la concavidad de la funcion fix} = ax’. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024 ).

Figura 13.1. Sistema de ecuaciones lineales con una tinica solucion. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 13.2. Sistema de ecuaciones lineales con infinitas soluciones. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 13.3. Sistema de ecuaciones lineales sin solucién. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 13.4. Representacion grifica de los tres casos posibles de un sistema de ecuaciones lineales de 2x2. Fuenre: Elaboracion
propia (GeoGebra, 2024).

Figura 13.5. Rectangulo con medidasx, y. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2024).

Figura 13.6. Grifica de un sistema de ecuaciones lineales de 2%2. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024 ).

Figura 14.1. Siembra de maiz. Fuente: Fotografia, Ceésar Pilar Quintero Campos.

Figura 14.2. Grafica de la ecuacion 2x + 3y = 10. Fuenre: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 14.3. Puntos de prueba para la inecuacion 2x + 3y < 10. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 14.4. Conjunto solucion de la inecuacion con dos variables 2y + 3y < 10. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 14.5. Graficas de las ecuaciones x + 2y =1, x + 2y = 10. Fuenfe: Elaboracion propia (GeoGebra. 2024).

Figura 14.6. Puntos de prueba para cada inecuacion x + 2y 2 1, x + 2y < 10. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 14.7. Conjunto solucion de cada inecuacion lineal de dos variables. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 14.8. Conjunto solucion del sistema de inecuaciones. Fuenre: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 14.9. Region factible. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024 ).

Figura 14.10. Region factible con solucion Ginica Optima. Furente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 14.11. Region factible con solucion nmltiple. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 14.12. Region factible con solucion no acotada. Ficente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 14.13. Sclucion no factible. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra. 2024).

Figura 14.14. Metodo grafico (sistema de ecuaciones). Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 14.15. Restricciones en el plano cartesiano. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 14.16. Region factible y soluciones (vértices). Fuerite: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 14.17. Solucion optima y soluciones factibles. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 14.18. Restricciones en el plano cartesiano. Fizente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2024).

Figura 14.19. Region factible v soluciones (vertices). Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra. 2024).

Referencia a las fuentes de consulta de los codigos OR

QR. 1.1. Lenguaje matematico v lenguaje natural. Disponible en: https://wordwall.net/es/resource/5876774/lenguaje-algebraico.
Fuente: Parzibyte 2024,

QR. L2. Origen de algunos de los simbolos matematicos. Disponible en: https://culturacientifica.com/2016/0L/27/el-ori-
gen-de-los-signos-matematicos/ Fuente: Parzibyte 2024.

QR. 2.1. Demostracion geométrica de productos notables. Disponible en: https://www.youtube.com/watch?v=URTUIQ3vyrFUJ
Fuente: Parzibyte 2024,

QR 3.1. Evaluacion diagnostica. Fuente: Parzibyte 2024,

QR 3.2. Biografias de matematicos: George Polya. Fuente: Parzibyte 2024.

QR 4.1. Video descomposicion de un mimero en factores primos. Disponible en: https://www.youtube.com'waich?v=INPaB-
Fe6QBDQ. Fuente: parzibyte 2024,

QR 6.1. Ubicacion de mimeros iracionales en la recta numérica. Disponible en: https://youtu.be/e9E0XpWKFLS Fuente: Par-
zibyte, 2024.

QR 0.1 Video de angulos asociados a una circunferencia. Disponible en: https://youtu.be/RbAOSbLIEEtM Fuente: Parzibyte 2024.

QR 10.1 Daniel Carredn (18 de noviembre de 2018) Video sobre los criterios de Congruencia de triangulos. Disponible en: ht-
tps:/www.youtube com/watch?v=1U4MTmLvvKQ4 Fuente: Parzibyte, 2024,

QR 10.2. Complemento de la actividad formativa 10.4. Fuente: Parzibyte, 2024.

QR 10.3. Complemento de la actividad formativa 10.5. Fuente: Parzibyte. 2024.

Hustracion de portada y portadilla

MUSEO SOUMAYA, https:/pxhere.com, By: naturemyhome, user id: 10227311, Imagen de =<a href="hitps.//
pixabay.com/es/users/naturemyhome-1022 T3111?utm_sourc-e=li!1k-attribution&mm_medium=referral&utm_cam-
paign=image&utm content=3703246">naturemyhome</a> en <a href="hitps//pixabay.com/es//Tutm source=link-at-
tribution&utm _medium=referral&utm campaign=imagedoutm_content=3703246">Pixabay</a>; Camara: Canon EOS
70d. Tipo de medio: JPG, Resolucion: 5472 x 3648, Fecha de publicacion: 26 de septiembre de 2018. FONDO TRIANGU-
LOS; Black-and-white-architecture-pattern-line- geometric-facade-1390141-; https:/pxhere.com/es/photo/1390141 Tutm

content=shareClip&utm_medium-referral&utm_source=pxhere; ~ <p>from  <strong>=a  href="https://pxhere.com/es/
photo/13901417utm conteni=clipUser&utm medium=referral&utm source=pxhere">PxHere</a></strong=</p>; <img srI-
c="https://c.pxhere.com/photos/a7/18/friangle_minimal_geometric_facade architecture-1390141.jpg!d"  srcset="https://c.px-
here.com/photos/a7/18/triangle_minimal geometric facade architecture-1390141jpg!d" alt="en blanco y negro, arquitectura,
patron, linea, geometrico, fachada, monocromo, circulo, disefio, triangule, simetria, minimo. forma, Iluminacion natural, Foto-
grafia monocroma, Fotos gratis In PxHere">

Ilustracion de Evaluaciones formativas, Grecas verde y negro, fragmento de la Imagen de pencil parker en Pixabay.
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GLOSARIO

Y

Construye un glosario de terminos y conceptos basicos.
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truye un glosario de términos

y conceptos basicos.
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Esta obra consta de 20,000 gjemplares.
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